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Peu après la parution de Pour Comprendre le Calcul 
Intégral, nombreux furent les lecteurs qui me deman- 
dèrent un exposé plus complet de cette branche si 
importante des Mathémaliques. Les deux cents pages 
du premier volume sont en effet insuffisantes pour 
contenir les divers développements que comporte 
ce Calcul. Elles ne constiluent même, à vrai dire, 
qu'une simple /nitialion où l’éludiant a pu néanmoins 
trouver les grandes idées du Calcul Intégral, ainsi qu’un 
avant-goût fort réduil de ses multiples applications. 

IL y avait donc licu d'envisager un nouveau volume 
plus complet que le précédent οἱ mettant le lecteur à 
même d'aborder sans trop d’eflort de gros lrailés de 
cette science si NES applications de toutes 
sortes. Pour continuer le Calcul Intégral va répondre 
à ces cdesiderala. 

Dès 105 deux premiers chapitres, M. René TATON 
aborde l’intégralion des fractions ralionnelles et la 
rationalisation de certaines intégrales avec leurs 
applications. En passant, l’auteur consacre même 
un paragraphe aux Intégrales abéliennes. 
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Les chapitres suivants ont trait aux séries qui ont 
été à pcine amorcées dans le volume précédent, 
ainsi qu'aux séries trigonométriques el à leurs applica- 
tions en acouslique οἵ en électricité. 

Puis vient une étude extrêmement documentée sur 
un sujet encore peu connu du grand public, je veux 
parler des méthodes les plus modernes d’intégration 
mécanique. Les dessins des appareils intégrateurs 
ont fait l’objet de soins particuliers et tout le chapitre 
qui concerne ces merveilleux inslruments de travail 
constitue lun des plus intéressants de ce nouvel 
ouvrage. 

La huitième leçon, ainsi que la neuvième, sont 
consacrées aux équations différentielles de premier 
ordre, ainsi qu’à leurs applications dans Ie domaine 
géométrique. L’auteur y aborde même les problèmes 
plans de trajectoires orthogonales, les équations 
linéaires et les courbes intégrales. 

L'étude des applicalions des équations du deuxième 
ordre, dans la onzième leçon, donne lieu à des consi- 
déralions du plus haut intérêt sur le pendule, le mouve- 
ment apériodique, les oscillations amorlies, etc. 

Pour répondre à des critiques possibles, je dois 
dire ici que c’est à dessein que l’auleur a négligé les 
intégrales curvilignes, doubles οἱ triples, ainsi que 
les équations aux dérivées parliclles. Après une pre- 


mière initialion, il était en effet préférable d’appro- 
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fondir les chapitres principaux consacrés aux appli- 


cations les plus simples. En traitant trop de questions, 


on eût risqué de ne donner de chacune d’elles qu’une 
idée plutôl incomplèlce. 

Je ferai remarquer également qu’en dehors des 
lecteurs qui s'intéressent par curiosité au Calcul 
intégral, cet ouvrage rendra de signalés services aux 
étudiants. In parcourant 165 quatre ouvrages de 
Calcul difjérentiel et de Calcul intégral que va com- 
porter cette Collection, les élèves seront à même de 
résoudre sans difficultés les problèmes de Mathéma- 
ligues qui se posent aux étudiants en chimie, en phy- 
sique ct en électricité. Pour les élèves de Malhéma- 
tiques supérieures, ces divers ouvrages pourront 
servir d'initiation aux cours d'Analyse plus appro- 
fondis et consliluer unc base solide de déparL. 

On me permellra en lerminant d'adresser à l’auteur 
de Pour continuer le Calcul intégral, jeune agrégé 
de Mathématiques, mes bien vives félicitations, 
el cela non seulement en mon nom, mais au nom des 
nombreux étudiants qui sont avides d'apprendre et 
de comprendre. M. René TATON a su d’embléce s’adapter 
à la méthode pédagogique qui caractérise l’espril de 
celle Colleclion. Ce nouvel ouvrage, j’en suis assuré à 
l’avance, connaîtra les mêmes succès que ses devan- 
eiers, 


Th. MonEux. 


Ce ri 


POUR CONTINUER 
LE CALCUL INTÉGRAL 


PREMIÈRE LEÇON 


MÉTHODES D’INTÉGRATION 


1. Généralités. 


Tandis que le calcul différentiel éludie les propriétés 
locales ou instantanées d’une fonction, par le calcul 
intégral on essaie de remonter de ces propriétés locales 
aux propriétés globales. Le premier objeclif est de 
trouver la primilive ou la courbe intégrale d’une fonc- 
tion donnée. Géomélriquement, ce problème s’énonce : 
calculer l’aire comprise entre une courbe, l’axe des x 


et deux parallèles à l’axe des y . 


2. Intégration approchée. 

Si la fonclion donnée est empirique ou si l’équalion 
de la courbe n’est pas simple, le seul procédé utilisable 
est l’intégralion approchée graphique ou mécanique, 
Rappelons-en rapidement les différentes méthorcles, 
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1° Construire la courbe sur papier forl, découper la 
surface considérée, la peser, déterminer l’aire par 
comparaison avec le poids de l’aire unité. Si la courbe 
a une forme simple, l’ulilisalion du papier quadrillé 
permel de connaîlre approximalivement l'aire sans 
découpage. 

29 Calculer l'aire par l’une des méthodes suivantes : 
méthode des trapèzes, de Simpson, de Poncelet. Le 
premier procédé a éLé éludié en détail : Calcul intégral 
(19 66). En prenant suffisamment de points intermé- 
diaires, on peut ainsi calculer l’inlégrale avec toute 
la précision désirable. 

3° Mesurer l’aire à l’aide d’un appareil à intégrer : 
planimètre d’Amsler ou autre. Une première étude 
a élé failc : Calcul intégral (n° 83, 84, 85). Des préci- 


sions nouvelles seront données dans la huilième leçon. 


9. Introduction de fonctions nouvelles. 


En étudiant les cas d'intégration les plus simples, 
nous rencontrerons déjà quelques difficultés. Il est 
souvent beaucoup plus facile de dériver une fonclion 
que de chercher sa primitive. IT n’exisle pas de règle 
générale pour résoudre ce dernier problème. Très sou- 
vent d’ailleurs, la primitive ne pourra s'exprimer au 
moyen des fonetions simples que nous connaissons, 
Des fonclions nouvelles s’introduisent comme primi- 


tives de fonclions connues. Par exemple nous pouvons 
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, ! 
définir ἢ, αὶ comme l’une des primitives de τ . Dans le 


calcul intégral (n° 142), nous avons défini les fonctions 
elliptiques comme intégrales de fonctions irrationnelles 
particulières. On peut dresser des tables numériques 
de ces nouvelles fonelions, les représenter graphique- 
ment et en étudier les propriétés. Elles viennent alors 


augmenter Ie nombre des fonclions connues. 


4. Utilisation d’un tableau de primitives. 


Nolre premier but est plus modeste. L'intégration 
étant l’opération inverse de la dérivalion, chaque for- 
mule de dérivation nous donnera une formule d’inté- 
gration. Nous allons dresser un premier lableau de 
primitives en utilisant le lableau de dérivées : Pour 
continuer le calcul différentiel (p. 230 οἱ 231). Nous 
laisserons le résuilat sous forme d’intégrale indéfinic 
en n’oubliant pas de transcrire chaque fois la constante 
d’intégralion. Deux propriétés permettront d’uliliser 
ce Lableau dans des cas assez étendus. 

19 L'intégrale d’une somme est égale à la somme des 
intégrales. 

29 On peul faire sortir une constante du signe somme : 
Calcul intégral n° 36. Nous décomposerons la quantité 
à intégrer en expressions plus simples que nous compa- 
rerons aux formes Lypes du tableau. S’il y a identité 


avec l’une d’entre elles, l’intégrale est connue, sinon 
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il faudra essayer de la ramener à l’une de ces formes 


par des procédés de calcul. 


5. Confection du tableau. 
Expliquons quelques résultats. 
10 Nous avons rencontré la formule de dérivation. 
(am) = maæm—1 valable, pour m entier non nul. 
Quelques cas d’extension de cette formule ont été 
notés dans Pour continuer le calcul différentiel. Nous 
nous proposons de la généraliser. Rappelons la notation 


: : : ᾳ ἫΝ 
des exposants fraclionnaires : Ÿ/xP se désigne par 


Ρ 
æ g. Ces nouveaux exposants sont soumis aux 


mêmes règles de calcul que les exposants enticrs. 
AE αι. 1 2 
Cherchons la dérivée de z — ὯΝ XP æ Xq:- 


Ξ Pr 
Posons σᾷ æy d’où zx = y; z— (2m) == yP, 
Différentions : dx = qu dy; dz — pyP -1 dy. 


* 


Divisons membre à membre 


dz Ρ 1) — (0 — Ρ p—q — — — 
Es EP DROLE ETS 


dx q q q 
La formule de dérivation (x)! = mx"—1 est donc 
valable que m soil entier ou fractionnaire (m Ζέ 0). 
Remplaçons m par m + 1: 
(πα T1) καὶ (m - 1)am; (mA — 1). 


Nous en lirons la formule d'intégration : 


1 
r het ki. pm ti Le 
pour mZ—1; [am dx ΒΗ x FC 
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Α l’avenir, pour intégrer une cxpression de la forme 

— Ρ 
ÿ Ρ nous la mettrons toujours sous la forme x a, les 
calculs étant ainsi plus simples. 

2° Mais que se passe-t-il pour m = — 1 ? 

dLzx 
ux 

et Sat 4x = L[zx| + ἃ (1% forme). 


VAE τ 
Lt 


Cetle constante Cest Le logarithme d’un nombre [ἃ |. 
dx 


= Lix|+C=Lixi+Lial 


Ξε Lars forme) 

N'oublions pas que l'argument d’un logarithme est 
toujours positif. 

39 J'aisons encore une remarque relative aux dérivées 
de fonctions circulaires inverses. Les formules cos y = x 
et y = arc cos æ sont équivalentes. L'équation en y 
admet une infinilé de solutions donc arc cos ὦ admet 
une infinité de déterminalions. Pour rendre celte 
fonction uniforme, il suffil de considérer la détermina- 
lion unique comprise dans l’intervalle (0, x): détermi- 
nalion principale désignée par Arc cos x. Arc sin x scra 


de même la détermination principale de arc sin æ com- 


À τ T 
prise centre a el +- ἃς (fig. 1). Lcs formules de 
dérivation font alors intervenir un signe unique : 

EN | 1 
(ΑΥς cos TE) = -------ε--- (Arc sin x) = Peso $ 


4 
{ 


Vi —2 V1 —: 


ν 
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D'où les formules d’intégration 


dx 
res sin ἃ + (ὦ, Ξξξ — Arc cos & + Co. 
— X 


Arc tgæx est la délerminalion principale de arctg x. 


π 
Elle est comprise entre —— el + — 


Ÿ=Arccosx 


Fig: 1 


40 Généralisalion par changement de variables. 
Soit à calculer 


dx 


dx k 
= ΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞΞ ΞΞ - ξξξξξξξξ : κα 0 
Î Vi — x V ; τ τ 
ke 
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20$0ODS U = — 
Posons y ï 
». dy : à ARE 
Ι = feet y =— = Arcsiny + C=ATrCsIn sa FE. 
1 —y" 


De même : 


dx 1 | k Ι x Ξ 
Ce AS LT EE = — Arctg— τῷ 
Ἷ ΚΣ ἢ TEE EN Ê%X 
Le lecteur vérifiera par dérivalion : 


I + ΓΙῸ vi Var? + le | LC 
ΠΝ 


Πρ. 1 I x —— Κα c 
7 a JE: -κ 6 
Démontrons une dernière formule : 
sinxdx 
Soit L'= οι ας — δ ᾿ 
| COST x 
Posons cos T = u ; — sin ædx —= du 
du C 
Ϊ = — —=—Llul+aèL|- 
il COS T 


De rême J1 cotg τ αὰ = LL |Csinx|. 

Les autres formules dérivent immédiatement du 
tableau de dérivées du livre : Pour continuer le Calcul 
différentiel, p. 230 et 231. 


T'ATON, — Pour continuer fe Calcul intégral. 2 
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6. Tableau de primitives. 


fa&-a+c 


ΕΣ. — À xm+1 + C(m=£— 1 entier ou frac- 
m +1 


tionnairc) 


Fr d 
᾿ = παν]. Ὁ τὸ ᾿ν [αι] 


fe dx = οἵ +\: 
ΟἿ 
fæ ÜT — Ta + C 
fo πον =shz+cC 
[sn xdz = chx+cC 
f ἐπ ι] C 
Fer τον δ δι ων 
dx 
f τπππ- =—cothx +C 
sh° æ 
ll sin Tr = — cos T + C 
f cos xdx = sin © + C 
C 
fu dr = L 


COS ἃ 
fcotexdr = L|Csinzx| 
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ὀρ gx ἘῸ 
cost Er τ 
ΠῚ 
pu ἜΣ 5 Ὁ ---οοἷἱρα + C 


d 
Pers = Arc sin ἃ -- C = — Arc cos € + C’ 
| { — 2° 


dx . + 
pi ------------------- ΞΞ Arc Sin TE -|- [᾿ 
ν 1 -- 3 k 


= rie + Vesel+e 
T° - 


NS 1 + Σ 
͵ MLT Fe ΓΈ ns Arc lg Ἴ τι 


f dx Il 
D k. 2Ek “- 


Le lecteur devra consuller ce tableau chaque fois 


x — k 


x +k PS 


qu’il aura une intégration à faire : il finira ainsi par 


retenir ces formules sans effort fastidieux. 


7. Changement de variables. 


La méthode a été exposée : Calcul intégral (n° 41). 
On remplace par une variable auxiliaire une certaine 
fonction de x. Soil par exemple u — @ (x) d'où x — f(u). 

On substilue sous le signe somme à x οἱ ΠΧ leurs nou- 
velles valeurs en fonction de τι el du. On intègre en consi- 


dérant£ u comme variable indépendante et dans le résultat 
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oblenu on remplace u en fonclion de x. Celte méthode 
permet de ramener cerlaines expressions aux formes 


canoniques. 


- | IRL OUR 
EXEMPLES : 19 Calculer Le ([ ——. 


Nous remarquons que (αϑ + x%) a pour différentielle 


3 x? dx. Donc en posant @& + 2 — u. 
1 rdu I 5:9. , 1 7 ἫΣ ΤᾺΣ δ 
-- — |-Ὄ-- -- — ΙΓ απ -τ- --- X —u3 +C 
3 | Le 3 due a | 
ει 3 


“} 


Il La 
— (α + 3 + C 


je Calculer ] "26€ dx 
29 Calculer L = RS NCA" 
ilcult CRE 


Posons ef + 1 = τἰ du — μὰ ax 


2 4 
= f/ Le -2L|ul+k=L Cu 


LE 
Ξε LC(e + 1}; (C0). 


= 


Pour appliquer correctement celle méthode, il est néces- 
saire que f(u) soit continue οἱ il est préférable qu’elle 
varie dans un sens constant. Pour le calcul d’une inté- 
grale définie, si l’on connaît les valeurs w, el u, corres- 
pondant aux bornes x, et x, de l'intervalle, 11 n’est 
pas nécessaire de revenir à une expression en t. 

AE A Le Ë 

EXEMPLE : Calculer 1 — f ie 

1 Z +i 


Posons χοἰ OO χε rt 
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Pour z=1d, u=2.Pourxz =2, u = 5. 


ΟΡ ΕΝ ER ANR ἘΣ PA 


Il est préférable de n’appliquer cette méthode que dans 
les intervalles où les fonctions f(u) et (x) sont uniformes, 
sinon il faut s’assurer que l'on conserve la méme déter- 
mination. Celle étude sera illustrée de nombreux 


exemples dans le cours de cel ouvrage. 


8. Intégration par parties. 


Le principe en a élé étudié au n° 42 du Calcul Inté- 
gral. 

Soit y =uv; dy -Ξ d(uv) = udv + vdu 

D'où udv = d'(uv) — vdu. 

Imtégrons fudv _ td (uv) — vdu] 


— (Λἀ(μυ)--- f vdu = uv — f vdu. 


Donc f'udv = {1} — foau (1) 


Cetle méthode devra être appliquée loules les fois que 
l’on saura calculer la primitive de ν' el que le calcul de 
| vau apparaitra plus simple que le calcul de J'udv 
Remarquons que dx fait toujours partie de la différen- 
{telle &v. 

EXEMPLES : 10 Calculer fx COS T AZ. 

Posons u=x; dv = (05 tt. 


Nous déduisons du τὸ dx; v — fe COS zx = sin x. 
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Remplaçons u, v, du, dv par leurs expressions dans (1) 
fx cos Tdx = x sinx—/sin zdx = xsin xt + cos x +C. 


29 I-= 2x Arc tg z dx. 
Posons ἃ = Arctgx; dv = 2x dx 
dx 
PA ES ε δι τς ENT 
du = TIRE υ τεῦ 
Ι -- αἰ Ατεὶ Pi" 
ΞΞΞ "Lo —— ° 
deshrus-— f ÈS, 
ΤΊ 1 + αἢ- Ἰ 1 
Or MN pes ΤῸ ÉRE = 1 PT NE VAE LE D 
1 + x La: 1 + x 


{ x? dx ᾽ | dx 
Donc 7} PRE = dx — Ἴ- τ πο, 


.. 


= X—-Arcigx + ἃ 
I = (2° - 1) Arcitg x — x + (ἃ 
Celle mélhode est à uliliser dans l'intégration de fonc- 
{ions renfermant cerlaines transcendantes à dérivées 
simples telles que F, x, οὐ, Arc tg x, cos x, sin x. Dans 
cerlains exemples, la formule doit être appliquée 
plusicurs fois. 
EXEMPLE : Calculer 1 — fe cos Tax. 
Posons et —u; cos x = dv 
D'où et dx = du; +sin xt = 0. 
I = οὗ sin x- _ À et sin x dx = &Æ sin z— -Ξ ᾿ (1). 
Pour calculer la nouvelle intégrale J, 
posons Et æ=u; sin xdx = uv. 
D'où et dx = du; — COST = 0. 
J = -τ' οὐ (ο5 x + I. (2) 
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Malgré les apparences, l’intégration est effectuée : 
les relations (1) et (2) sont deux équations en 1 et J. 


(1 τε εξ βἰῃ ᾧ---ὖ mens (1°) 
LOT ὦ δε à AT AE Jim ἐξ cos T (21) 


En additionnant (1°) et (2) 
21 = æ(sin x + cos x) 
En retranchant ces équations 
| 2J = εὖ (sin x — cos x). 


D'où les formules : 


ex 


= J eZ cos XX — Tr (sin x + cos +) + C 
- ΟΣ ; 
J = fe sin dx — (sin x — cos x) + Οἱ. 
REMARQUE. — Le résullat de l’intégralion par 


parlies étant exprimé en fonction de x, aucune difli- 
culté nouvelle n'intervient dans le calcul d’une inté- 


grale définic. 


9. Intégration par les séries. 


Cette méthode sera éludiée dans la Cinquième 
leçon. 


DEUXIÈME LEÇON 


INTÉGRATION DES FRACTIONS 
RATIONNELLES 


1. DÉCOMPOSITION DES POLYNÔMES. 


10. Reste d’une division de polynômes. 


Nous avons appris à diviser un polynôme par un 
autre polynôme : Pour continuer l’algèbre (n° 20). Dans 
les exemples trailés, le dernier reste partiel était tou- 
jours nul ; ce fait n’est pas général. Souvent le reste 
est différent de 0, mais son degré est nécessairement 
inférieur au degré du diviseur, sinon la division ne 


serait pas terminée. 


11. Division par (x — a). 


Un cas parliculier important est la division par un 
binôme du 197 degré de la forme (x - - a). Le reste est 
alors de degré Ο ; c’est une sonstante. Soit / (x) le divi- 
dende, g(x) son quotient par (x — a), r le reste (cons- 
tante). L’identilé de la division s’écrit : 


[ () = g(&) (x — a) +r. (1) 
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Elle est en particulier vérifiée pour + = a. 
HO go Ga) Te 0 Er Er: (2) 
Si en particulier ἢ (x) est divisible par (t — a). 
0 = 7 7 (a). 


Donc, pour que Î (x) soit divisible par (x — a), il faut 
que ἃ soil racine de ἴ (x). Réciproquement, si a est racine 
de T (x) l'égalité (2) s’écrit 0 — r, f (x) est divisible par 


(x — a). 


12. Racines multiples. 


Si / (Ὁ) est divisible par (x — a), il se met sous la forme 


f(x) = (&— a) g (&). 
Mais g(x) peut encore admettre a pour racine, 
dans ce cas il peu s’écrire : 
g(x)=(x — a) h(x). 
EL en remplaçant g (x) par sa nouvelle expression 
[ (Ὁ) =(z- α) 9 (“) ΞΞ (Ἢ --- a} h(x) 


Si À (x) n’admet plus la racine a, on ne peut plus 
mettre de nouveau (x — a) en facleur. On dit alors 
que a esl racine double de [ (x) ou racine d’ordre 2. On 
définit de même une racine triple, une racine nème, 
Si a est une racine nème de f (x), ce polynôme s'écrit sous 
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forme du produit de (x — a)" par un polynôme non divi- 
sible par (x — a). | 
f@=æ=(—- a" g(x); g(a) 70 
l'R)=n(z— a —1g(x) + (ὦ --- ar g' (x) 
= (x — a} 1 [ng (x) + (x — a) σ' (xl. 
Pour x -ῷ a, le polynôme entre crochels prend la 
valeur n g (a) ΞΕ 0 
f” (x) admet donc le nombre a pour racine d’ordre (n — 1). 
Ainsi une racine d’ordre 4 du polynôme sera racine 
triple de la dérivée, racine double de la dérivée 2ème, 


racine simple de la dérivée 3ème, 


13. Cas de plusieurs racines distinctes. 


Le polynôme 2% --- 6 2° + 11x —— 6 s’annule pour 
χω αι = 27 1L="3, 
1] est en particulier divisible par (x — 1). Faisons 


Ja division. 

L— Gr + 11x —6 —(x—1)(x2— 5x +6) (9. 

Pour x = 2, le 12° membre s’annule, donc le 25 mem- 
bre s’annule aussi. Le 1601 facteur est égal à 1, donc le 
29 est nul : x? — 5x + 6 admet 2 pour racine οἵ est 
divisible par (x — 2). En fait : 

— 5x +6 — (ἃ — 2) (x — 3) 

εἰ 28— Gr + 11x — 6 = (x — 1} (x — 2) (x — 3). 


(4) Nous uliliserons dorénavant le signe — au lieu du 
signe == quand il n’y aura pas d’ambiguité possible, 
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D'une façon générale : 

Si un polynôme admet les racines ἃ, ἢ), c, il est divi- 
sible par le produit (x — a)a (x — Db}8 (x — ΟΥ̓́, chaque 
facteur tel que (x — a) étant affecté d’un exposant égal 
à l’ordre de la racine correspondante. 

Par exemple, un polynôme qui admet la racine 1 
à l’ordre 2, la racine (—1) à l’ordre 3, la racine 2 à. 


l’ordre 1, est divisible par 


(8 1} (x + 135 (x - - 2). 


14. Décomposition d’un polynôme en produit de fac- 
teurs. 


Si nous connaissons certaines racines d’un polynôme, 
nous savons le décomposer en un produit de facteurs 
{chaque racine élant comptée avec son ordre). Nous 
pouvons maintenant nous poser la question : Combien 
un polynôme admet-il de racines ? Seule, la théorie des 
nombres complexes permet de donner une réponse 
générale. Mais dès maintenant nous pouvons donner 
un premier résullat : 

Le nombre des racines (chacune comptée avec son 
ordre) ne peut surpasser le degré du polynôme. 

Ἐπὶ effet, si un polynôme du 3°" degré admettait 
quatre racines, il serait divisible par un produit de 
4 facteurs du 157 degré, done par un polynôme du 


49e degré, ce qui est absurde, Admettons maintenant 
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un résultat que l’on établit dans l’étude des nombres 
complexes. 

Tout polynôme n'ayant pas de racines peut étre décom- 
posé en un produit de trinômes du 2° degré (eux-mêmes 
sans racines). 


EXEMPLES : 19 af + 1 n’a pas de racines car xt étant 
un carré est toujours positif donc 
τ Σὺ 
Mais αὐ +1 = (x + 1)? — 2 xt. 
Appliquons l’identilé α -— b? - (a +- b) (a — ben 


remarquant que 22° est le carré de x V2. 
+= Ἐκ V2 + 1) (x — x ν 2 + 1). 


Les deux lrinômes ont même discriminant négatif : 
2— 4 = —2;ils n’ont pas de racines. 

29 Le polynome 2 — 1 s’annule pour la seule 
valeur x = 1 : racine simple (ὅ). ΤΙ sera donc divisible 
par le seul binôme (+ — 1). 


αϑ- 1 -- (x — 1) X polynome du 25e degré. 


Ce polynôme du 2ème degré ne peut s’annuler, sinon 
x — 1 admettrait une 2m racine. Vérifions par la divi- 


Sion. 
LS — À = (2 — 1) (τῷ + x + 1). 


(1) αῇ — 1 — ὁ peut s’écrire x? = 1. Or x$ est une fonc- 
tion croissante de — à + « done ne prend la valeur 1 
que pour une seule valeur de æ : x = 1. 
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Nous venons ce rencontrer fe premier exemple d’un 
fait général : 

En principe ἰοι au moins, tout polynôme peut se 
décomposer en un produit de binômes du 1° degré el 
de trinômes du 2%" degré sans racines, chacune de ces 
expressions élant affectée d’un exposant; ce produit 


constilue la décomposilion canonique du polynôme. 


REMARQUE. — Un produit de facleurs du 2ê"e degré 
est lui-même de degré pair. Dans la décomposition d’un 
polynôme de degré impair entrera donc au moins un 
binôme de la forme (t -- a). Un polynôme de degré 


impair (3tme, 5ème) admettra done au moins une racine a. 


2. [)ÉCOMPOSITION DES IRACTIONS RATIONNELLES. 


Passons maintenant à l'étude des fractions ralion- 
nelles. Pour les intégrer, il est souvent nécessaire de 
les décomposer en expressions plus simples. La (héorie 


suivante nous en montrera la possibilité. 


15. Premier type de fractions : 


Le degré du numérateur surpasse le degré du 
dénominateur ou lui est'égal. 
Une lelle fraction peul élre décomposée en un polynôme 


el une fraction plus simple. Soil par exemple : 


Le τ 
" 
1 
ἥ eu es 
== ΕΗ 
4 
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Nous pouvons diviser x —— 3x? + 2 par le dénomi- 
nalcur (x? — 1). 
L'égalité s’écrit 
Los Ν ὅσον σοὺς ἢ εξ B) θυ 


21) (x —3 ur 
He A mn 59: 


x — | 
ue 1) (χεΞΞ (x —1) Le lg w—1 
a | Fe a | Lx —1" 


16. Deuxième type de fractions : 


τῳ 


Le degré du numérateur est inférieur au degré du 
dénominateur. 

Nous nous bornerons maintenant à étudier les frac- 
tions de ce type : les aulres se ramenant à celles-ci 
par division. Pour décomposer ces fractions, il fault 
supposer le dénominaleur décomposé sous forme cuno- 


nique. Nous admetltrons le résullal suivant : 


17. Théorème fondamental. 


Toute fraction rationnelle du 2ème fype est décomposable 
d'une façon unique en éléments simples de 2 ordres - 
(décomposition canonique). 

19 Les éléments du 1° ordre correspondent aux 
binômes du 1°r degré du dénominateur. À chaque binôme 
(x — a} correspond la suile suivante d'éléments simples. 

Cn Cn—1 Ca 


(ἃ, Ce ... Cn Sont des constantes). 
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2. Les éléments du 2ème ordre correspondent aux tri- 
nômes du 2ème degré. Au trinôme (œx? +- x + ὙλὴᾺ cor- 
respond la suite d'éléments : 

Ant 1- bn (ἃ +'b, 
(REP IEEE OL DT ΞΡῪ 


(dy, ὃχν …, An, bn sont des constantes). 


Ce résullal esl d'apparence compliquée, aussi con- 
seillons-nous au lecteur d’étudier les exemples avant 


de relire ce théorème fondamental. 


18. Pratique de la décomposition. 


Soit une fraction rationnelle, le théorème fonda- 
mental nous donne à priori la forme de sa décomposi- 
tion canonique. Nous l’écrirons avec des cocfficients 


indéterminés que nous calculerons ensuite . 
PREMIER EXEMPLE : 
2x? — | 
κα" — 62 112 —6 
Nous avons vu au n° 13 que : 
αϑ--- 6 αδ 11. --- αὶ ΞΞ (α — 1) (x — 2) (x — 3). 


d b Ο 


: — 1 ιν T's 


Donc = - 
x —2 


Chassons les dénominateurs. 


2 χ" --- 1= a (x — 2) (x — 3) 
LH ἢ (α --- 1) (ὦ —3) + c(x — 1) (x — 2). 


92 POUR CONTINUER LE CALCUL INTÉGRAÏ, 


En donnant successivement à x lrois valeurs dif- 
férentes, nous obliendrons trois équations du 197 degré 


en a, b, c. Un choix judicicux de ecs valeurs simplifie 


ces équations. 


Pour x — 1, le 197 membre est égal à 2 — 1 — 
les deux derniers produits du 2ème membre renfermant 


(5 — 1) s’annulent, le premier produit est égal à : 


a (A --- 2) (A —3) = 24. 


) I 
D'où l'égalité : 2a=1; a= + 
Pour ἃ = 2 nous oblenons : - b — 7. 
17 
POUR: DC 1 7034, C0 =" étés 


La décomposition s'écrit : 


J 17 
EF — 5 7 nt 
Ἐπ ΤΟΣ Τῇ FT, | STARTER 
: δ. dr —L : 
Deuxième exemple : K = AP MES δ \ 
m4 + x +1 


0 -Ὁ LE MED 2 Ὁ 1) 


A Bzx + C 


donc |ΞΞΞ ------α....---- , 
: +1 1.1 


Chassons les dénominaleurs 


(2 dr 441) AU) Br CE D; 
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Faisons 
T=—1 10 = 2 A À =5 
DE) A=A+C=5+C C—=—1 
x= +1; 2—4+4—=2=2A +2B+02C—=8 41 2B 
2B = —6 B=—-3 
F — Ὁ É ST" +! 
TE LPS 
LT --- 8 
Troisième exemple : 1ΞΞ -----.-.- Ὁ —, 
F Ga + ΠΕ τὼ 
La décomposition cest de la forme : 
À L 10 Χ +C Dre ΩΣ 
ΕΣ (Ar). 2 qu 
Chassons les dénominateurs. 
274—92A (22° + 1} + (Bz + C) (x +- 1) 
+ (θα + E) (x + 1) (2 a? +- 1). (1) 


Pour æz=—1; —36 = À x 9: A = —14. 


or — 4 (22 +1Ÿ=—A4(Aat + 42 +1) 
= — 102 — 16 x? — 14. 


En retranchant cetle expression aux deux membres 


de (1), il vient : 


272— 9 + 162 + 16 2 + 1= 162 + 1642 + 27x. 


= (x + 1)[Bz + C + (κα + 1Ὁ (x? + D). 


Divisons les 2 membres par æ + 1. 


0 


Fr. 


162—162+32r— 5= Βα C+(Dx+ E)(222-+ 1). 


TATON. — Pour continuer le Caleul intégral, 


3 
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Développons el ordonnons le 2° membre. 
162 — 167 +327 —5=2Duw +? 
+ (B+D)x ἘΞ ἘΠ. 
Les deux membres étant ilentiques, les cocflicients 


d’une même puissance de æ seront égaux. 


21) — 16 D -- ὃ 

21} -- - -τὸ E = —8 
B +D =B +8 τὸ 32 B -- 21 | 
E+C=C—8——5 C = 3 


La décomposition s’écril 


ANR Gr ἢ). EC 
ἀπ ἡ Ce τ 


1 ΞΞΞ 


QUATRIÈME EXEMPLE. — Un dernier exemple nous 
montrera une méthode plus rapide applicable au cas 
où le dénominaleur ne contient qu’un facteur unique 
élevé à une cerlaine puissance. 
5x* + 8x — 12 


Soil ra 


Posons æ + { =u ou t=œu— 4; 2° = u— Su + 16 


5at + 8x — 12 = 5u° — A0Ou + 80 + Su — 32 — 12 


Du — 32u + 36. 
Eu — 32u + 36 36 32 5 
ΕΞΞ τ ENT ET HGALT" SON 
36 32 D 
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3. INTÉGRATION DÉS ÉLÉMENIS SIMPLES. 


Nous savons décomposer une fraction rationnelle 
en éléments simples, il nous faut maintenant apprendre 


à intégrer ces éléments. 


19. Eléments du 1°r ordre. 


Le changement dé variable x — a τὸ u permet de 
calculer aisément leurs primitives. 
f: A dx x ' dx ἢ "du ΑἹ 
PETITE Von ERNNTE 4 re Ogg Iul +C 
J x—a J χ-π-ιαὰ À u 5. [ul +< 


Alog|xæ—al +c 
f' A dx \ "du 1: 0 
& = a ” / BTE un du 
| 


Sn ee meet [00] 


- 


20. Eléments du 2ème ordre. 


Eludions d’abord Les éléments de la forme SE τὸ ἢ ; 

ax“ |-bx-c 
Soil à intégrer la fraction étudiée dans le deuxième 

exemple de décomposition. Inlégrons d’abord l’élé- 

TX -+- 1 

CEE 

La dérivée de 2? + 1 est 2x. Exlrayons du numéra- 


teur Le plus grand nombre de Lois possible celte dérivée. 


ES ES + f dx 
ANT 0 V0 χ (1 +1" 


᾿ 
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Posons αὐ πὰ 


. πεν = du 


2 4; dt "np ᾿ 6 
ΓΞ - fE=Llul+e = La +1]+0C 


dx | | 
| τς DE Ἢ == Arc LE x. 


| ‘Lot —4x +4 

D'où Ι -Ξ / ML αὔτ τ τ. 
2 

DIE ΓΣ + 1 | + Tor Li [χ" ᾿ 1 | — Arc {gx + C, 


dx 


Nous pouvons grouper les logarithmes. 
1 TE AR el EN RENE D 

3 ] Î 
es DU el = ra ron… nls 


(x? LDT | V ἢ + 1) 


GE 
D’où 


{ — LA HER 


D'une façon générale loute différentielle de la forme 
AXx + B $ L] 3 
Ξ-- --- ---- dx peut se ramener à la somme d'une 

ἌΧ + Dx + c 


différentielle de logarithme et d'une différentielle de la 
dx 
forme ax LDX LC 
Pour intégrer cetle dernière, la théorie du trinôme 
nous sera ulile. 
Rappelons qu’un lrinôme peut se mettre sous forme 
d’une somme ou d’une différence de 2 carrés : 


b 
αὐ + be 6 -- a (as Ἐπ τι 1) 


a 
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ὃ ᾿ 
x? + ποδὶ le début du développement du carré der + =— 


Δ b ἜΣ fs “πὶ +<— μὰ 
x RSR NC AE 


24 a 4 à 
( D b —— 4 ac 
πὰ Ἢ τὶ Ja ) Ai 4 a 
b? — 4 ac 
δὶ 5". 4ac= 0  posons ἡ τῷ =: 
3 b? — 4 ar 
Sib—4ac<0 posons τ = — mn, 


Et nous avons 


dx 
= AN anne pres 
6 ax? νὰ + c a (- + m 


| ὐ 
tn posant TP Lu 


LT 


ΤΡ 7 eu 
intégrale « nt — ———— |, 
5 CA a ἣν: εἰ + μι 


Or d’après le lableau d’intégrales page 19. 


D 
Ἶ du ] ul 1 | Μ᾿ + 24 
F7 Le + πὶ Ξ m Arc ἱβτς + C mm Arc tg —— + C 


ΠῚ 
| D 
k T+ = —m 
M LME LA En AL 24 
À a one om pi +0 
, - = .+m 
24 
At + B 


L'intégration des CXPrTCSSIONS > ——— ans 
5 Β ΠΟ Dax n 


être bien difficile au point de vue théorique est en 
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fait assez pénible. Nous n’entrerons pas dans son 
détail. Notons seulement que l’on fait Ie même groupe- 
ment dans le irinôme, puis le même changement de 
variable. En alternant des décompositions et des inté- 
gralions par parties on abaisse l’exposant du dénomi- 
nateur et on ramène finalement l’expression au Lype 


précédemment intégré. 


21. Conclusion. 


Une fraclion rationnelle est loujours intégrable si 
l’on connaîl la décomposition canonique du dénomina- 
teur. Sinon on ne peut décomposer la fraction en élé- 
ments simples ct linfégration formelle est en général 
impossible. On utilise alors l'intégration graphique ou 
l'intégration mécanique. Nous avons insisté sur cette 
étude car Ia leçon suivante nous montrera que de 
nombreuses expressions à intégrer se ramènent par 


changement de variable à des fractions rationnelles. 


TROISIÈME LEÇON 


RATIONALISATION 
DE CERTAINES INTÉGRALES 


1, EXPRESSIONS ALGÉBRIQUES. 


Certaines expressions irrationnelles peuvent 56 
transformer par changement de variables en fractions 


rationnelles intégrables. 


22. Expressions ne renfermant que des puissances 


fractionnaires de x. 


» da 
Soil à calculer I — ] Te SUP τον 


ῳ x | | 
a 
Posons zimu; xæœunut; dx = 4 σὰ 
ΠΧ 4:18 du fl us du” | 
y la 7 w +1 
, 2 
; us uS + u? — " τ τας 
JP taste ΜΒ Rare CS) ee Ut 
u® +1 u® + 1 u? + 1 


A 1 ἐμ 4 a ι {τ au, 
Ι: SR su du— fn + πὶ w+i 
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Or 3? du est la différentielle de u3 + 1. Posons 
LS CE 108 ΞΞ ν᾽ 


u? du À dv 4 4 
---- ---..-. -.--. = οἱ .. -- - -»».» ΘΝ --- —— 8 mr | 
11 9 υ ὥ IR 3 FSC 


͵ 
Pos Liu +1[l+cC 


4 


# 


I 


[τ re ΠΡ le 


La méthode de décomposition aurait pu s'appliquer : 
W +1 = (u - 1ὴ (ἢ ---ἰὰ +1). 

Le lecteur vérifiera aisément par la méthode des 
coefficients indéterminés que : 


u? LABEL PL ce 0 VA LU 


5: TE 


ST (Nm τ TL 
3 πῸ.Ὸ1 ι3---ἀ -Ε 1 4 


. 


Un procédé analogue s'applique aux expressions ne 
renfermant que des puissances fractionnaires de(a + bx): 
on prend pour nouvelle variable une puissance de 
(a + Dbx) ayant pour exposant un diviseur de tous les 
exposants de l'expression. Ce changement de variable 
nous est suggéré ici par la nature même de la différen- 
lielle ; dans l'exemple suivant, il le sera par des consi- 


dérations de géométrie analytique. 


23. Courbes paramétriques. 
Si une courbe est donnée par l’expression paramé- 
trique des coordonnées d’un point variable quila décrit, 


elle est dite définie paramétlriquement. 


'- 
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Soient 219 s ! f 

( y = g (D ses équalions paramélriques. Si 

1 ( et g (D sont des expressions ralionnelles, la courbe 

est dite unicursale. À une valeur de ἔ correspond un 

point unique de la courbe. Si à un point courant cor- 

respond en général une seule valeur de ἐ, la représenta- 
{ion csl dile propre. 

Dans le cas d’une courbe uvicursale, toute fonction 


rationnelle en + el y est fonction rationnelle de £. 


1 — 1° 
το = 1 de Ὡ 
Soient > 
PE LEE ἥτς 
à HN) Rte) 


La fonction 2 τ Et Ξ 2 τ τ ΘΕ tr 
est rationnelle en £. 

De l’équalion cartésienne d’une courbe on peut parfois 
déduire une représentation paramétrique. Soit. la courbe 
(E)-d’équation y = V2x — “3. 

Cclie équation est équivalente au système 

ἡ 210 
[gp = 2x — at. 


Or 32 æ2x—a peut s'écrire y + x — 2x = 0 
ou + a — 2x + 1 = (α,  -- I) += 1 


On reconnaît l’équation du cercle G de centre (1,0) 


de rayon 1 passanl par O. La courbe (E) d’équation ] 
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est le demi-cercle situé dans le demi plan y>>0 (Πρ. 2). 
Le cercle C est une courbe unicursale. En effet, traçons 
une droite variable passant 
par O:y — mt. Elle coupe le 
cercle en des points dont les 


Υ 


coordonnées satisfont à 


(+ —2x = 0. 


l'y = mx. 


Substituons à y la valeur 
Fig. 2. {πρός de la deuxième équation 
VIN 
(A + në)— 2x = α [ας (( + mt) — 2] = 0. 


Pour que le produit soit nul, il faut et il suffit qu’un 


seul des facteurs soit nul. D'où les deux solutions. 
19xz —0 d’où y = 0 (solution évidente : l’origine). 


2 nt 


20x(1 + πιϑ),--- 2 =0 ou x: Eh 


-# LE nè E 


Quand m varie le point M décrit le cercle en entier. 
Si mn reste positif, le demi-cercle (E) est seul décrit. 
Les cxpressions de + et y étant ralionnelles, la courbe 
est unicursale. 

Toute cllipse, hyperbole, parabole ἃ une équation 
du deuxième degré. Une droile variable issue d’un point 
fixc de la courbe la recoupe donc en un point unique. 
L’abscisse et l’ordonnéce de ce point sont données par 
des équations du premier degré d’où l’on tire une 
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représentation paramétrique rationnelle. Les coniques 


sont des courbes unicursales. 


24. Application à l'intégration. 


Soil à calculer 


= JV 2x7 dx 


Posous y = 2x7 3 (1) 
= {y dx. 


L’'équation (1) définil zx ct y comme coordonnées 
d’un point variable de (E). Les équations paramélri- 


ques correspondantes sont : 


2 τῆν ᾿ 4 mdm 
TRE + πῇ NE νο (1 - nt 


χὰ 
Avec ce changement de variable, I se ramène à 


ne dm 


Τὰ 8.5. 8. PERLE PTE 
(( ..- né} 


Posons encore ἢ τὸοῖρῳ; dm = (1 + nt) εἰφ 


l | 2 — 1 LT "3 Ἐπ 
0 + πὶ + Lg p ποεῖ ᾧ 
πὶ dm πιβ πὸ (+ né) + nË) 
| --- —# = 
7 (CE + +} 8 Je (1 + Ne à 
= —8 ftp cost pdp = —_ 8 τὸ sin? φ cos? φ dp 


= -— 2 f sin? 2φ ἀφ. 


ἣ 
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Posons 29 = u: 2 ἀφ = 


sin 2 ut 
1-- τ fsinndu = f(cos2u—1) du — Ἵ -- 
᾿ς sin 4p Ἔν sin2pcos2® 
δὶς 2 = 
Mais 5112 — Si -- ere = 


2m (1 —- rm) 


15 τ τς a pt 
2 (L + nr)? 


— Arc lg m. 


L'intégrale définie 4 V2x — αῦ dx est égale à 
0 


mt (L —- 74) | 10 
ΤῸ τ mp — Arc lg ἘΠῚ 


car quand æ varie de ὁ ἃ 2, m varic de “+ se à 0. La 
fraction est nulle aux deux bornes 


À ; ΤΕ 

Arc tg (+ ©) — : Arc ἰρ (0) — plane Ι = AS 
REMARQUES. — 19 En exprimant les coordonnées de 
M en fonclion de τὲ τα 2œ@ (angle polaire de M avec 
origine au centre du cercle) le calcul est plus rapide. 


x | 
29 fa y dx est l’aire du demi-cercle (E): Le = = 


25. Intégrales abéliennes. 

De nombreuses expressions peuvent se rationaliser 
par ce procédé. Une intégrale de la forme fe R "ἢ y) ἀχ 
où R est une fonction rationnelle en x el y et y -- ἢ (X) 
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une fonclion quelconque de x est dite intégrale abé- 
lienne (1) attachée à la courbe y -- 1 (x). Si celle courbe 
est unicursale, la différentielle peut étre rationalisée et 


l'intégrale théoriquement calculée. Citons quelques cas 


particuliers. 
LES V ax + DEVDRE απ ὃ μιν θῖπ εἶ 
1 J= Tr : ἢ" — τ - 7 Β 
js aux αὐτοῦ D ax -Εἰ 
20 y +4 RC a) Po RS 2(cx + (δ — ax -ἰ- ὃ 
b — dy° 
1112 — = - 2 τ TV rm τ τ τ᾿ 
x (Cy a) ὐ dy zx TES; 


Dans ces deux exemples le paramètre οδί y. 


9° SE Var? + ὑπ +0 + ὑχ + oc; 1 = où + bx + c. 


L'équation est du 2îme degré, la courbe correspon- 
dante est unicursale, Ia différentielle pourra être ralio- 
nalisée. 

EXEMPLE : Soit à calculer 


(== μὰ + 9 U 
en posant y — V1 x +2x + 9. 


Or pour «x = τ ἘΞ. 


Une droite variable passant par ce point (0, 3) a 


(1) Intégrales étudiées par le mathématicien norvégien 
Abel (1802-1829). 
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pour équalion y = 


x + 3. Elle rencontre la courbe en 


des points dont les coordonnées satisfont à : 


βίος 


ἕν - 8 


| y = Var? + 2x + 9 


Lgalons les deux valeurs de y. 


(x + 8) = 4x? + 2x - Ὁ. 


Développons et ordonnons 


((5 --- 4) at + (6E— 2) x = 0 = [(( — 4) x + (θι.--- 2)] x 


d’où les deux solulions. 


19r= 0:20 y 3 


f 


2 _{)z+6—2=0: += 


y = {x +3: 


εἶχ — 


= 


GÉÊ-—— 4 + 24 


(ἢ — 4} 


[Ξ 7 Ὁ 
y 


solulion banale 
2 — 61 
[3-- ἡ 

---3}8...:.ὄ᾿ Δ[{---..1Ὁ 


BF —À 


di 


dl 


(5 — 48 (—-3P + 21 —12) 


Simplifions par (£ — 4) (— 32 + 21 — 12). 


Mes un 


= SL 


{ - 2 


ἣ τ αἱ ἐν 
A. 9: t+2 


᾿Ξ 


1 


[Ὁ 


ὯΝ 


Ἷ αἱ 
ἰ ----- 2 


3} Ἢ C. 
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Cette méthode esl très générale mais dans cerlains 
cas particuliers on peut trouver des changements de 


variables plus simples. 


EXEMPLE : 


T = eee RL se mettré sous la forme 
x Te Ὁ ΤΙ 


Lu. 
ΩΣ ἜΣ, οἷα» 
1 —— 


qui suggère le changement de variable : 


1 dx 
[= —;d=— , 
x ἃ: 
dt nas 1 
I=— f == =--Arcsin{+C=—Arcsin — + C, 
V1 Dhs, | | x 


26. Différentielles binômes. 


Ce sont des différentielles de la forme am (ax - b)p dx 
où πὶ, n, p sont des nombres fraclionnaires. On 
pourrail songer à poser y — (ax +4 b)P mais la courbe 
correspondante n’est pas en général unicursale. 


Posons plutôl 


ἜΣ ὼ λας ἊΣ LD NES ἃ 
7H Zeit, (=) ln : dr = (2) in "dl 


y = bP({ + 1}? 


“χη: 
Ι -- NRA na + 1)P αἱ. 
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A un facteur près ceile intégrale est de la forme 


Jia (& + 1)P dt. 


Elle s’inlègre dans quelques cas particuliers. 
m 
19 pentier ({ + 1)P est un polynôme. ἃ — Et 
En posant { — uñ l’intégrale se rationalise. 
ΠῚ 


29 qentier, p= TA Poser { + 1 — 


39 L'intégrale pouvant se metlre sous la forme 


᾿Ξ ( { +1 Ye 
ὺᾳ dl se rationalise encore si 
7 MARÉES LÀ 


: 3 m ἱ - 1 
p Ἔκ est entier. Si p — A 911 posera = tt, 
1 3 
EXEMPLE : f xa (23 + 1): dx 


Nous sommes dans le 107 cas d’intégrabilité. 


2 
Posons 1.8. Ξε; χϑξεί 


HE. de οἱ N: : 
1= / (τ ΧΙ ΙΧ [5 εἰ{ΞΞ ἘῈ Π] τα τ υ5αι. 


Posons 15 =u; {=ut; di = Au du 
Ι — fe (ut +1) Χ 45 du —6 f (us + 2u + us) du 
| 6 12 | 2 
= 7 1 + FT ul + τ «Ἐπ 
avec ἢ = Ἢ - (.:): = 2e. 
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2. DIFXÉRENTIELLES RATIONNELLES EN SIN ὦ ET COS αὶ 


Ces différentielles peuvent toujours se rationaliser 
par changement de variables. Nous avons vu dans le 
livre : Pour comprendre la trigonométrie que les fonc- 


tions trigonométriques de sin x, cos x, Lg x s’expriment 


x 
rationnellement en fonction de tg τ ὅπ ἰ. 


δἰ 1 — À 2. 


sin αὶ Ἐς τῆ COS αὶ mil ET | Br = σης: 


x 
En différentiant { = lg 5 


Ϊ Ι 3 dx 
di — hr ( + Lg? =) Fe. (+ 0) ax 


D 


éd 


2 αἱ 


" CLIN ne à 
d’où T Le 


27. Exemple : Soit à calculer 1 — 


T 2 { 2 dt 
Posons 8 πὶ 51} ἃ τὶ A; δας ΤΟ 


3 dt 
UE = [+ = ἢ [1] +C=L 145}: (; 


)Π Ὁ ὦ) 
2 dt A + À) 
De même = f Fée nr LE FT 
ΟΣ ΠΝ ἘΠῚ Ἶ 1 Εἰρ τ : 
-- 1_E — HE er quitte Ce 
| 1 — Îg ΟἹ 


TATON. --- Pour continver le Calcul intégral. 4 


50 POUR CONTINUER LÉ CALCUL INTÉGRAL. 


à T 
Remarquons que puisque t£g ie 1 | 


x ΤΙ TL 
ER Ent EN 
ni MT ee ea ne 2 AU de 
TL τ T Ἵ à 
1—i8 litiges 


dx 


D’oùles formules I — Ἵ 


Ἢ ee — ἴ, 
COS αὶ 


Dans ces deux exemples, celte méthode conduit à 


sin ἃ 


des calculs simples. En réalité, elle mène en général à 
une fraction rationnelle d’aspect compliqué, difficile- 
ment intégrable, Aussi, ne recommandons-nous ce chan- 
gement de variable qu’à défaut de procédés plus 
simples. On pourra en particulier essayer de prendre 
comme nouvelle variable sin x, cos +, Lg x. 


ΠΟΥ 
Sin$ x 
COS ἃ = COS αὶ (058 x = (1 — sin? x) cos x. 


EXEMPLE : Calculer Ἵ 


Posons 411) ἋΣ Ξξξξ εἴ 3 cos ὦ ΟἹ = du, 
τ πὸ ( re τς du 
ul? 
ra τ μα ER μος 


COST 3 sin° æ — 1 c 
ἜΣ sintæ 7 Samwz. À 


(1) En utilisant Ja formule cos æ = sin - + ἊΣ calcul 


de J se ramène LE au calcul HE 1. 
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28. Différentielles de la forme sin? x cosP x dx (ἢ et 
p entiers). 
Dans cet important cas particulier, l'intégration 
est immédiate si l’un des nombres n ou p est impair. 


Soit par exemple n impair : n = 2π' + 1. 


sinn x = sin ΕἾ ας = (sin?x}sin x = (1 — cos? χ)π' βίη x. 


Le changement de variable cos ἃ — u entraîne 
du = — sin x dx et transforme l’expression à intégrer 


en un polynôme. 

Le seul cas délicat correspond à n οἱ p tous deux 
pairs. On essaiera alors de remplacer cosP x, sin x par 
des fonctions linéaires des sinus el cosinus des mulli- 
ples de x. 


"1 +cos 2x 
EXEMPLES : 19 1 / cos? zdx — 1 ISLE Gr 


Lu .- 


Ne sin 2% 


SF 4 LC 


—< Ἀ 
D jf sintour = [ C2 SES dx 


f 1 — 2 cos 2x + cos? 2x a 
- TI μα SR ς΄ πᾶ τς ΜΗ 
4 


1 +cos 4x 


᾿ 08 y — 
OI cos" 2 5 
1 ' 
J -- {ὦ--ἰ COS δὰ + cos 4x) dx 
9 re Σ sin 4x , 
Es TZ — 4 Sin FRE A0 
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29. Remarque. 


Nous avons déjà constaté une grande analogie entre 
les fonctions trigonométriques ct les fonctions hyper- 
boliques. Les fonctions de lignes hyperboliques s’inté- 
greront donc par des méthodes analogues aux 
méthodes précédentes. Mais on peut aussi expliciter 
ΕΙΣ 

et ρος eT Lex el — px 
sh x τ ΠΗ͂ΡΕ ὙΦ ΔΝ ΟἸΡῈΞ πο; thx ἘΣ ἘΞ ἢν 

EL toute fonction ralionnelle en εὖ s’intègre aisément! 
par le changement de variable 7 = {; οἷ dx = di. 


; ὑπ dx 
I:XEMPLE : ALT Posons (οἷ — { ; er dx — dl 
Li = 


TE LI{+1 ; 
:-- ΤῊ: Ι == "| +- Ϊ + (1:ΞΞ Σὲ 


eæ + 1]. C. 


QUATRIÈME LEÇON 


APPLICATIONS DIVERSES 


1, MOYENNES. 


30. Formule de la moyenne. 


Nous avons défini la primitive d’une fonction comme 
étant la limite commune de la somme des aires d’unc 
série de rectangles inscrits dans la courbe et de la 
somme des aires d’une séric de rectangles circonserils. 
Si m cest le minimum de la fonction ἢ (x) dans l’inter- 
valle (a, ὃ), a << b, les rectangles approchés par défaut 
ont une hauteur égale au moins à πὶ, la somme des 
aires de ces rectangles sera au minimum m (b — a). 
De même si M est le maximum de f (x) dans (a, δ) la 
somme des aires des rectangles approchés par excès 
est au plus M (b — a). D'où la double inégalité, 


ΠῚ @— = (ΠΤ «ες M (b — a). 


ἢ 
Donc en posant f. { (x) dx = καὶ (Ὁ — a) (1) 
LE: 


m (b— a) < k(b— a) LM (ὃ — a) 
ou m<Kk< M. (2) 
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Or si f (x) est continue dans (a, b) elle prend néces- 
sairement toules les valeurs comprises entre son 
maximum et son minimum, Les inégalités (2) entrat- 
nent alors l’existence d’un nombre € compris entre 
a et ὃ οἱ tel que 7 (ec) = k. D’où : 


la formule dite de la moyenne : 


| 
7 fee Ds) ol ae ce) 


applicable à loutes les fonctions continues dans 
(a, D). 


31. Valeur de la moyenne d'une fonction. 


Soit la fonclion f (x) continue dans l'intervalle 
(a, ὃ). Divisons l'intervalle en πὶ intervalles partiels 
égaux, de longueur ἢ telle que a + nh — b. La moyenne 
arilhmélique mA des valeurs de f (x) pour les points a, 
a+ h,..a+(n — 1) h, b donne une idée de la valeur 
moyenne cle la fonction dans (a, δ). Cette approxima- 
lion sera d’aulant meilleure que n sera grand. D'une 
façon précise, sa limite quand ἢ lend vers l'infini est 
appelée valeur moyenne de f (x) dans (a, ὃ). 


EXEMPLE : 


Valeur moyenne de x? dans l'intervalle (0,1). 
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Les points intermédiaires sont : 


1 2 n — 1 


9 


τ ἭΝ πὶ 
1 1 \2 2 \2 ἌΝ 
Mn = +|(+) + (+) OF … nn (+) | 
1 ΄ 
Ξὶ πὶ ΠΡ ἘΝ ΞΕ τὴν + 


Or on démontre en arithmétique que 


Ἔρις. CRD RER ER) 


2 Dale nan 
12 + 22 + ... + nm — 6 
αι.-- πα Ἐπ: 1) _2r8+8n+1 1 1 1 
A θη τὶ ὃ n° 3 lon  θπ 


1 
Cette expression tend vers 3 quand n tend vers 
l'infini : la valeur moyenne de x? dans l’intervalle 
1 


32. Application de la notion d’intégrale. 


Nommons æ&, Lys. ... Æn—1 les points intermédiaires 
ulilisés. 
b— a 
Χχ --- = Lt =... τὸ 0 — En-1 = es 


“Ὁ 
Or ÿ 1 (x) dx est la limite de : 
« 


1 (a) (ts — à) +... Ἔ } (π...) (ὑ — Tn 1) 


quand’n tend vers ©. 
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Cette quantité peut s’écrire : 


b — 
EE Lee À RD) 


(b — a) AE ED | 


= 


Le crochet ne diffère de mn que de la quantilé 
Î (Æn) ; ! 1 
εν qui tend vers Ὁ avec ἘΠῚ 


Il tendra donc vers M quand n tend vers + « οἱ 


b 
Ὁ 7 (α) dx = (b— a) M 


1 b 
D'où : RTE TEA T Σ 1} 0: 


38. Image géométrique. 


b 
Ἵ f (x) dx représente l’aire À comprise centre Ox, 
a 


lcs droïles ἃ = α, ἃ = b οἱ 
laSCONTDC LORS 7 Ὁ 
M (db — a) est l'aire d’un 


rectangle de hauteur M cons- 
truil sur l’intervalle d’inté- 
gralion. Cetle aire esc égale 
à A (fig. 3). 


REMARQUE : Si / (x) est 


Fig 3. — Théorème 
de la moyenne. 


continue la formule de la 


b 
moyenne s’écril L [ (x) dx = (ὃ — a) f (ὦ. 
a 
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Donc f (€) -Ξ- M, ceci explique ce nom de formule 
de la moyenne. 


34. Applications. 


Ι 
19 Valeur moyenne de —— dans l'intervalle (0, 1). 


νι: 


LATE “es 
1:30 γα 0 


20 Celle notion de moyenne esl 
utilisée dans la recherche de cer- 
{ains infiniment grands ou de cer- 


[οἰὸς Jimites : soit à chercher la 


limite pour πα —æ © de 


LE V 24 πεῖ 
| 1! Va 


1 Î | VE 
᾿ n n | n 


Ceci est la valeur moyenne ap- 


Fig. 4. 


prochée de νι entre 0 οἱ 1 quand on prend pour 


points intermédiaires 


Ι "1 ER 2 SNI 2 
Donc on > ru " \ x dx = (5 Ὁ Ὁ ) A wa ὃ 
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3° La notion de moyenne s'accorde avec le sens cou- 
rant du mot. Si f (ἢ est la vitesse d’un mobile, l’espace 
parcouru est donné par la formule : 


{1 
E= (΄ 104 


τ, f(Ù dt IE 
NT be 


lo b 0 ht 


est la valeur moyenne de f (ὃ). Ceci est bien la vitesse 
moyenne définie couramment. D’autres moyennes sont 
utilisées en pratique : niveau moyen de la mer, tempé- 
ralure moyenne, οἷο... Mais on emploie souvent des 
valeurs grossièrement approchées : par exemple la 
moyenne du maximum et du minimum pour la tempé- 
ralure moyenne d’une journée. L'emploi d’un thermo- 
mètre enregistreur qui trace la courbe el d’un plani- 


mètre linéaire quimesure Paire, permet, en appliquant }a 
1 b 
formule M — pes f. f(x) dx, d'obtenir un meilleur 


résultat. 
49 Dans cerlains problèmes géométriques de moyenne, 
l’énoncé doit préciser la variable à utiliser, sinon Îles 


résullats diffèrent suivant le choix que l’on fail. 


ExEMPLE. — Valeur moyenne des cordes d’un cercle. 

1re Méthode : valeur moyenne des cordes per- 
pendiculaires à un diamètre ΟΣ en fonclion de 
l’abscisse : | 
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1 [HR a Σ ΘΝ 1 ἘΝ as 
m on 7 VR2— 22 dx == ΠῚ VR—xt dx 
AT al 


car le long du demi cercic y — ΝῊ __ 2 


γ 
Χ X ΓᾺ 
Fig. 5. 
1 1 x K 
donc Mm=— ire ee cle = ----- : 
€ ΠῚ Χ aire du 5 cercle 5 


2ème Méthode : moyenne de ces mêmes cordes, la 
variable étant l’angle au centre 2x sous lequel on voit 


une Core : 
1 T 4) EL: I 

M =»: Fa 2R sin x dx — AE a COS x = ER 
Tr Jo bar 0 


35. Valeur efficace. 


Pour cerlaines applications, notamment l'étude 
du courant allernalif, on définit une nouvelle moyenne : 
la valeur efficace où racine carrée de la moyenne du 
carré de la fonction. 


Î 
fes. — V valeur moyenne du carré de f 


fe κ᾿ 1 “is ὼ d 
fx. LED TA TON AN 4 H As 
; Ἢ το /% An 
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EXEMPLE : 
Soil un courant alternatif d’intensilé : 


2 rl Ë 
εἶ τῷ 1 51| τττ = Tlsin of 


La valeur moyenne de À pendant le temps n Test : 
1 nT ί Ϊ 

πὲ} [51|2 πὶ τ αἱ τσ π ΠΡ Trucs 2Tn|. 
La valeur moyenne de ὦ pour un nombre exact n 

de périodes Test nulle. Pour un nombre n non entier, 

la valeur moyenne oscille autour de Ὁ, sa valeur 

absolue devenant très pelile quand nr tend vers - ὦ. 

En un nombre entier À de périodes le courant irans- 


porte la quantilé d'électricité 


Mais si ce courant pa$sse dans une résistance R, 
pendant le temps d£, l'énergie transformée en chaleur 


est RE dE; pendant le temps £ elle est : 


{ al . 
W — Ἵ RE αἱ = 13 / sin“ ὦ αἱ 
0 0 


R I: Ἵ [ RE | sin 2@/ 


“τὸ 


Li 


La puissance moyenne dépenséce est Ie quotient de 
W par 
R 2 sin 2 & 4 \ 
ET 
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Quand £{ augmente, 16 deuxième lerme de la paren- 
thèse tend rapidement vers Ὁ en oscillant. 
Au bout de quelques périodes on peul écrire 
Re ri, 


Le courant allernatif dégage en moyenne la même 


quantité de chaleur qu’un courant continu d’intensité 
Il Pm V 1 ἡ. 


--- /hyssance 
instantanée Ri° 

----/nlensilé 

— -Pyyssance 

RE mayenneR\Vefr 


Ι 


Faisons un graphique relatif à une période. L’aire 
du rectangle et l’aire comprise entre les deux arcs de 


sinusoïdle et l’axe des æ sonl égales (fig. 6). 


2 INTÉGRALE XVONCTION D'UN PARAMÈTRE 
36. Théorème des accroissements finis. 
C’est un théorème jimporlant de calcul différentiel 


qui, faute de place, n’a pu être exposé dans les 
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volumes précédents. Soit une fonction continue repré- 
sentée par une courbe rencontrée en deux points 
par unc droite D. Entre les points A el B s’étend 
un arc que nous supposerons sans point anguleux. 
Cet arc commençant par s'élever au-dessus de AB 
pour finir en s’abaissant, il est intuitif qu'en un 
point au moins de l'arc C la tangente sera parallèle 
à la droite D. 


a) Cas particulier. — D est l’axe des x, sur l'arc C 
exislera au moins un point M à tangente parallèle à 
Ox (fig. 7). Les points Α et B correspondent à des 


M racines de la fonction, M corres- 
te 
ad FANS Γ pond ἃ unc racine de [ἃ dérivée. 
7 C Β. Le résultal s’énonce : 


Fig. 7. — Théorème 


THÉORÈME DE ROLLE. — Dans 
de Kolle. 


les condilions précisées, entre 
deux racines de la fonction existe au moins une racine 


de la dérivée. 


Une conséquence importante s’en déduit : Æntre 
deux racines conséculives de la dérivée il y à au plus 
une racine de la fonction. En cfiel s’il y avait deux 
racines’de la fonction, entre cles existerait une racine 
de la dérivée. Les deux racines considérées ne seraient 
donc pas conséculives ce qui est contraire à lhypo- 
thèse. Donc il y ἃ au plus une racine de la fonction 


(ceci s'entend pour une courbe continue sans point 
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anguleux). Ce théorème est ulilisé pour séparer les 


racines d’une équation. 
b) Cas général. — Soil la fonction y = f(x). Le point 
À ἃ pour coordonnnées [α, f (a)], 


le point B [b, f (b)]. La pente de 


[()—1Q@) τ 
PT ul 


la droite AB cest 


existe entre a οἱ b au moins un 


1 
' 
' 
' 
! 

Œ 


nombre c tel que 0 6 b X 
Τρ. 8 — Théorème 
P(b) — (a) = }' (0) des accroissements 
b— ἃ finis. 


ou (0) —f (a) τες (ὁ --- αἡ PAC) Er b. 


Eu posant b= ἘΜ: 0 «a +65; 0 0 <1 


[Ca + ἢ) = { (a) + [fa + 0h)l. 


C'est Ia formule des accroissements finis. En voici 
une première conséquence. 
Toute fonction { (x) admettant dans un intervalle 
(a, b) une dérivée constarmunent nulle y est constante. 
En effet soit ce un nombre compris entre a et ὁ. 
fc) = f(a) +(c—a) fo); aa <c< bd 
or f() =0 donc f(c) = f (a). 


La fonction est constante dans l'intervalle. 
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37. Intégrale fonction de paramètre. 


f (x) étant une fonclion, 17 (x) une de ses primilives. 
ἂν = 
p ACL (TE or α (σὺ 
.ἍἉ«' ἃ 


2ette intégrale est fonction de la limite supérieure. 
ἃ (x) ἃ même dérivée que (x) : f (x). Maïs la fonc- 
tion peut dépendre d’un paramètre m. Elle s’écrit 
alors f (x, m). Dans ce cas l’intégrale de la fonction 
est clle-même fonclion de m. 

Supposons d’abord les limites d’intégralion fixes 


b 
vi fm) de =" PE, (M). 
a 


Cherchons la dérivée de IE (m) en supposant f el f'» 
continues en αὶ et mm Donnons à m un accroissement 


An, 
b 
ΔΕ — [f Gx, ni 1 Ain) — j (&, πὴ] dx: 


- 


Appliquons au crochet le lhéorème des accroisse- 
ments finis. 


JE, ηὶ 1 An) - - (α, m) = Ai μὰ (α, m + 0Am) 


d'où ———— Γι HR TE ἃ 
AU Jp Fe ἢν - ΘΔπὴ dr 


Mais fm élant continue, pour An assez petit 


Fm (x, n+ 0 À m) différera de “μι (α, πὸ d’une 
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quantilé aussi pelite que l’on voudra. À la limite 


4 εἶ 4 [νι (x, m) dE. 
dm à 


Nous avons démontré ainsi la règle de dérivation 
sous le signe somme. On démontre que l’on peut 
aussi inlégrer par rapport à m sous le signe somme. 

Nous avons supposé a οἱ b fixes. Si a el ὃ dépen- 
dent eux-mêmes de πὶ, la dérivée est donnée par une 
formule plus compliquée que nous n’éludierons pas. 


Remarquons seulement le cas simple suivant. 
je | 
[= F(m) = f. (4) dt ἘΠῚ = f (α). 
«/ a 


Celle méthode permet Ie calcul de certaines inté- 


grales. 
RS 
Soit fus f ==: m>0 


= 


D'après le Lableau de primitives p. 19 : 


1 Ν᾿ 
Ϊ ΞΞ ΓᾺ Arc Lg PE 
V Hit mn 


Dérivons sous le signe somme par rapport au pata- 
mèlre m en remarquant que 


ῦ [ TES 1 


À NUS LS En Jo CN, (LÉ + ne 
Le dx SN ES | 4) x 
TE Lors πὰ —— Arcly —= 
a? à 


Nous oblenons une nouvelle formule d’intégralion. 


TATON. — Pour continuer le Calcul intégral. 5 
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3. EXTENSION DH LA NOTION D’'INTÉGRALE. 


Nous n'avons éludié jusqu’à présent que les primi- 
tives de fonctions conlinues, prises dans un intervalle 
limité. On peut chercher ce que devient Fa primilive 
d’une fonction dans un intervalle de longueur infinie 
Qu dans un intervalle où se lrouvent des disconti- 


auités. Etudions d’abord le premner cas. 


38. Intégrale dans un intervalle infini. 


Soit F (x) une primilive de f (x). 


b 
f 16) dx = (σὺ + C; f (x) dx = F(b) — F (a). 
= ω “ 
Faisons tendre b vers + οὐ, Si 1 (Ὁ) tend vers une 


+ 00 
limite finie Τὸ (+4 ο0)ὺ nous dirons que "ἢ 7 (x) dx 
a 


existe ou converge οἱ a pour valeur [K (09) — 1* (a)]. 
Cette limite mesure Paire entre l’axe des x, la droite 
Ὁ τὸ a et la branche infinie de courb2 allant de a 
à + ©. Les aires en dessous de Ox seront comptées 


᾿ 
. 


négativement comme à l’ordinaire. 
b 
Si {(x) dx + To quand b -> + « nous écrirons 
a 


+ 
"ἢ (dr ES ΟἿ 


Si l'intégrale n'a ni limite finie ni limite infinie nous 


dirons qu'elle n’a pus de sens. 
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“b 
: ἣν 
Exemples : 1° fe Sin ἃ dx — ( - COS x), = 1— cos ᾧ 


pe 1 


n’a pas de limile quand b -> + ὦ 


co 
donc ᾿ sin ὦ dx n'a pas de sens. 
0 


)0 I Te αἰ VA n (| | I—nK«i £ 
20 | — —— — LR SUR ne To Lo 9 5.5} FE: : 
C4 ἌΡ εν. Ὡς Lo 1 7 


Si act b sont positifs 
b dx 1 


---- -- -'Ἱἁ,.- {pin gli-n 
a 2" Ι--- ἢ [2 PE 


Quand sil - πε c’est-à-diresin > 1; b—nr-0 
b>+co [511 n>>0 ou si n<1i; bin > +o, 


2 b dx b 
Si N= 1: — = L —. 

À TL a 

Quand b— + © L, b + +- ©. 


En résumé pour «a => 0 


| k FAN 16 an 
| ini Î— me LE existe I = ALES” 
| sin<i πὰ 
59 Je Æ dx — EL €, 
Quand LC» ὦ ee —+ À, 


“ δ ὧχ -ι᾿ -- δ Ξ ναι 
α ἐς _la 


39. Méthodes de comparaison. 


L 2 


Mais Il n'est pas Loujours nécessaire de connaître 


a primitive d’une fonction pour savoir si on peut 
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l’intégrer dans un intervalle infini. Des méthodes de 


comparaison permellent souvent de le voir directemenL. 


40. Fonction positive dans l'intervalle (a, - οὐ). 


[ (x) élant posilive, la primitive sera fonction 
croissante de la limile supérieure donc Lendra néces- 
sairement vers une limite finie ou infinie. 


Si l'on connaît g (x) telle que dans tout l'intervalle 


+00 
Ji (X) ΠΧ ΞΞῚΊ,, 
«a 


“ (X) >= T1)" ed si TL 


Ἔ 00 
l — ἡ. Γ(Χ) dx exisle. 
a 
b ᾿ 


b 
En effel quelque soit ὃ; 1 (x) ἀρ f. g (x) dt L 
./ ,u ΠῚ 


donc 1 οχίδίο el est. inférieur à 1. 
Si au contraire 7 (4) => g (x) => 0 el que 1' = + 
ON à 1 = + 0. 


.. 


Les fonctions de comparaison les plus simples 


Δ 
sont de Ta forme -- 
L 


St à parlir d'une valeur de x, Ê(K) < χα; (ἃ 5» 1) 


ΡΟ D A SE 
Ἶ τὰ dx est finie donc il en est de méme de 


| + 00 
Τ = jh f (x) dx. 
a 


Φ , 1] 4 -ο, “ Α 
Si au contraire: x ἴ (x) > Δ ou f (x) > — : 
œ 
Done 51 L'existe f () > ὁ quand æ -> + «. 
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£XEMPLE : 


+0 1 
Ι οτ dx est finie car € > x? donc et < ---- 
( 


ὙΠ 
REMARQUE. — Ce raisonnement s’étend au cas où 
4 - — ὦ οἵ au cas où j (x) reste négatif. 


44. f (X) change de signe un nombre infini de fois. 


co 
Dans le cas simple où J — J | / (x) | dx est 
a 


+ 
finie il est évident que I — / 
Ja 


1 (x) dx l’est aussi. 
Γ étant une somme d’aires allernativemenL posilives 
el négatives, d’après la règle d’addilion des nombres 
algébriques de signes contraires [I] « J done 1 est 
fini. Dans ce cas 1 est dite absolument convergente. 
Mais 1 peul converger sans que J converge. Soient 
A, Lys +. ἄπν «6.105 racines (ὁ f(x), considérons à partir 
de ἃ les aires limitées par la courbe et l'axe des x 


entre doux racines consécutives. 


Ἂν (x) ax | Re 


ln = 7 f (x) dx = (s- - Sa) ΞΕ (San —1 — Sn ). 


Supposons que IS Sn décroissent en valeur absolue 
en tendant vers 0, 105 parenthèses seront posilives. 
Ion sera une fonction croissante de n. 


Or cette fonclion est bornée car 


ἔῃ = Sy em (Sa = τι Sa) re CC — (San. -ὦ ἡ - Son —1) CE Sort Ἐ 5... 
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Donc Ion admet une limile. 
On montre de même que I2n+1 admet une limite. 
Ces deux intégrales ne différant que de la quantité 


San +1 qui tend vers Ὁ les deux limites sont égales à 1. 


N 
Or Si Tan < Z < Ton +3; / { (x) dx est compris entre 
= Q. 
lon οἱ TIgn+1 done Lend vers E. 


Si [ (x) change de signe un nombre infini de fois, la 


valeur absolue de l'aire comprise entre deux 


racines consécutives décroissant el tendant vers 0 


+- co 
Ἢ f (x) dx ἑθπαὶ vers une limite finie. 
a 


Fig. 9. 
æ sin ἃ dx rat 
EXEMPLE. --- ——;—— admet une limite quand 
τι — 
Ê LE 


ZX + + ©. 


En effel l'aire des arches décroît et tend vers [) 


+ 
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quand æ - co. Ce fait évident sur la figure 9 se 


vérifie aisément : Entre deux racines na, (n + 1) x, 


UE DONNE 
Br ji ω-- ἘΠ = = _ 
LT Vnn 


Œ+DT sin x dx AUS EUR 
donc {Ππ| — ΤΣ ΣΤ EN 
π 


1 
-- ._ HT 
ὧν HA Va π 
TC π 
= = -ῷ — > 0 quand n > ©. 
\/nx a: 


42. Fonction non bornée. 


Si la fonction cest discontinuc mais bornée, l’inté- 
grale existe. En eflel dans la constitution de sommes 
successives d’aires on peut entourer la disconti- 
nuité d’un rectangle dont l'aire tend vers Ὁ en même 
temps que sa largeur. 

À la fimile, linfluence de ce rectangle sera nulle. 

Soit maintenant une fonction continue tendant 
vers + © quand æ — b. 


FE! 
LE] Î ss É . 1. 
Six <D; ! Î (x) dx existe quel que soit zx’. Si 
: δ ΠῚ 


cetle intégrale & une limile 1, quand χ' b nous écrirons 


ἮΝ 
/ { (x) dx — L. Cette définition s'applique aisément 
-᾿ [ 
ἃ Ja limile inférieure. Si / (x) devient infinie pour 
une valeur intérieure à l'intervalle, nous le diviserons 


en deux intervalles partiels auxquels HoUs : appli- 
querons la définilion précédente. 
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EXEMPLES : 1° pour — 1<a< b < 1 


b dx : b : : 
mens (ee A A Οὐ Ὁ SI = Arc sin ὃ — Arcsin ἃ 
a VE πο ΤΌΝ a 


Arc sin (+ 1) = += 


ENT 
donc 1 CUT T ( 5) 
= —— — == = TT 
—1 \/1-— 7° À 2 
; y 0 dx 1 < n |? 
0 — -αΟ -------- | pi 
DA an Ι--ἡ _la 


pour a οἱ b de même signe (+) et n 7 1. 


/ Pax bin 
EVER ἘΞ ἢ 


Quand | αἴ--π ἢ pour ΠΕ 1:1 -Ξ 
a > 0 


. «a 
αἷς πο Ὅν. pour n> 1; I + oo. 


pour n=1La:—œ donc [I = :+ 00. 


Le changement de variable æ— a ={ permet 


dénoncer plus généralement : 


b 
———— existe pour π <1, estinfinic pour n > 1. 
/ (t— a} Ρ : ἱ ; 


Des règles de comparaison se démontrent comme 
au n° 40 
Silf@)(—a |[<M 
(M quantité fixe); 0O<ax<l 
γ᾽ - 
1 (x) dx existe. 


Silæ/f(æ)| => A; Iest infinie, 


CINQUIÈME LEÇON 


SÉRIES 


Avant d’éludier celle leçon, nous conseillons au 
Jecteur de revoir la théorie des infiniment petits 
(Calcul différentiel), des limites et des séries (Calcul 
intégral). Nous nous proposons de regrouper ici les 
résultats relatifs aux séries en renvoyant pour cer-. 
laines démonstrations, par souci de brièvelé, à des 


traités plus complets. 


1. SÉRIES NUMÉRIQUES 


43. Généralités. 


Une suile est un ensemble infini et ordonné de 
termes donné en général par l’expression de son 
nème {erme Un — {(n):fonclion définie pour les valeurs 
entières de la variable. Elle peut, quand πὶ -> «, ad- 
metlre une Jimile finie (suite convergente), tendre 
vers l'infini où ne pas- admettre de limite. Soit la 
série de terme général un. Elle permet de définir la 
suite associée de terme général Sn = Uy +... + un. 
Etudier la convergence de la série un c’est étudier ‘a 


limile de la suite sn quand πὸ. οὐ (somme de la série), 
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Les théorèmes sur les limites se transposent donc 
pour les séries. 

19 Si les séries Un οἱ Vn ont pour somme U et V, la 
série Wn τε AUn + θύῃ sera aussi convergente, sa somme 
sera W = aU + bV. 

29 En supprimant les premiers termes d’une série 
on ne change pas sa convergence : (Seule sa somme, si 
cile existe, varic). 

Reste d’une série convergente. — Posons S = Sn + Ra. 
Rn est appelé reste relatif au nème (erme. Dire .que 
Sn {end vers S quand n -> w c'est direque | S — Sn |= |Rnl 
finit par devenir et demeurer inférieur à lout nombre 
fixé à l'avance : il existe un entier N tel que pour 
n> Non ait|S — 55] < €. 

Bin est donc un infiniment petil. 

Or ἔπ — Rn-1 = Un done un est aussi infiniment 
pctil. Si une série est convergente son terme général 
tend vers 0 quand n > Οὐ. 

Cetle condition de convergence est nécessaire mais 


non suffisante. 
“4 ΠῚ 1 l La Li 
EXEMPLE : La série 1 + T4 + ΕῚ + ... (série harmo- 
Me 1 ; 
nique) a son ferme général ἮΣ qui tend vers Ὁ mais 


elle n’est pas convergente. En cffet. 


Î Ι Ι 
ΓΞ SohrSn en Te Tr mer 
1 Fi AR ae Eee n +2 AP A 6 on 
Ι I 
(somme de n lermes) > = Χ ἢ — ΟὟ 
ps 
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Rn ne tend pas vers 0, la série n’est pas conver- 
gente. 

Il existe des conditions suffisantes de convergence 
(crilères) maïs il n y a aucune condition nécessaire οἱ 


suffisante d'application pratique. 


EXEMPLES. - - 19 SÉRIES GÉOMÉTRIQUES : voir Calcul 
intégral (n° 70). On démontre en étudiant la limite 
de 18. somme de n termes qu’une telle série est conver- 
gente si 4 (raison) < 1, divergente si q > 1. 


# _… : 
20 Série Un = One ED) (NS ML 1 
ΙΗ ἢ 
Sn ΞΞ 1 X2 © à 2 ὃς à. | 1 n(n + i) 


1 ST ἘΠ 1Ὰ Ι Ι \ 
(:- 5) | (> ++ ( Een + (5 τ sh 


Tous les termes, sauf les deux extrêmes se suppri- 


ment 2 à 2. 


Ι 
Π--1 


Sn tend vers 1 quand, ΠΝ 5 0. Donc S = [, 


Sn + | 


44. Séries à termes positifs. 


Elles sont (ὧδ imporsantes du fail que la suite 


associée est croissante. 
Sn = Sn-1 Ἔ Un = Sn—1. 


En représentant Sx en fonction de n dans un sys- 
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tème d’axes rectangulaires on vérifie intuitivement 
que (fig. 10) : 
Toute suile croissante bornée supérieurement tend 


vers une limile. 


Toute suile croissante non bornée croît indéfiniment. 


Y Borne 
DOMINENT UD 
Sagf-------- 
Sgl--------.--—, 
S pf------- 


18 LPO lRAQS ROUE AE: RE Ur 


Représentation d'une série converyente 
Jrositive. 


Fig. 10. 


Pour vérifier la convergence d’une série positive, 
il suffit donc de montrer lPexistence: d’un nombre 1, 


supérieur à tous les Sa. 


45. Théorèmes de comparaison. 


19 Si à partir d'un certain rang, les termes d’une 
série positive un sont inférieurs aux lermes correspon- 
dants d'une série convergente απ (série majorante) la 
série Un est convergente. 

En effet Ra < R'n donc Ἐπ est infiniment μοί. 


De même si un est divergente, u’n l’est aussi, 
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Re 
2XEMPLE. — 10 Une --- ----- Ἰξ deuxième : 
n πίη —- 1) 


série est convergente, donc la série Un l’est aussi. 


1 τ True 
29 — cst imférleur ἢ “τς si οὐ 1. Or — est diver- 
n nl n 
1 ; 
gent, donc —— l'est aussi. 
n 


à I 
On démontre que si α΄» 1, la série ΤΣ Ο51 con- 


vergente. Donc la série Un τῷ πὰ est convergente si 


œ >> 1, divergente si &æ < 1. 

29 Si à partir d'un cerlain rang les termes correspon- 
dants un εἰ un de deux séries convergentes ont un rap- 
port compris entre deux limites finies a et b lelles que 
0 <a - b, les deux séries sont de même nature. 


Un te 
En effet a << —— < b peut s’écrire av <'un < bon. 
Un 


En addilionnant toulces les égalilés analogues, on a: 
a R'n < Rn << 0 R'n Rnet R'n restes des séries un eL Un). 
Les deux restes Ra οἱ R'n sont de même nature : 


infiniment pelils ou non. 


lin 


Autres cas. 19 Si > © el que bn esl divergenle, 


n 


Un l’est aussi (Un > Un). 


. Un ᾿ 
20 Si re 0 οἱ si Un esl convergente, un l'est aussi. 
n 
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46. Applications aux critères de convergence. 


1 
1° En prenant 77 comme infiniment petil principal, 
si ἃ 051 l’ordre de un, la série unest de même nature 
la séri 
ue Ja série —. 
q ne 
το 4 | ΓΙ - 4 . 
Si par rapport ἃ Ru in/fintiment pelil un est d'ordre α, 
La série est convergente si &« = 1, divergente si & <« 1: 


An +3 
318 + 4n +1 


| ἐλ: 
2n (: + x) 
2n 2 
MORE πε το εν E au | équivalent à τ -π' 


EXEMPLES. — 1° un — 


4 1 31 
SEL 


α -- 2. La série est convergente. 
| ί π 
“ὦ Un Æ τὸ :-τ } 
Vn 2” 
+ A 1 μέλ ἐς in ς 
sin ἘΝ est équivalent à ET 


donc Un est équivalent à 


γι} 


τ 
"αν :-- ῆ 
rt νη n 


αι — ——. La série esi convergenle. 


29 COMPARAISON A DES SÉRIES GÉOMÉTRIQUES. 
a) Crilère de d' Alembert. 
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À ὑπ. 1 


Si à parlir d'un certain rang 


Uk 1 


Un 

k étant un nombre fixe, la série est convergente. 

Un +1 
Un 

Pour vérifier le premier cas, il suffit de comparer 


Si > 1, la série esl divergente. 


à la série sonvergente AR, dans le deuxième cas on 
constale que ün ne ten:l pas vers 0 Car Un+1 > Un. 

b) Critère de Cauchy. -- Si à partir d’un certain rang 
V 


Un 
. r nn, + L] L 
Si \/un = 1, da série esl divergente. 


< Κι 1 (k nombre fixe) la série est conver gente. 
L 


n “ 
/un < Καὶ s’écril Un RTL 1): 


La série de comparaison καὶ élant convergente, un l'est. 


n 
Si V un > 1; uUn_>1. La série est divergente. 
: Ξ ' 2 «τ an 
ec) Applications, — 19 ? + ΤΕ | He + +. 
2 nl 
Un = — 
it pl 
et anti an Ὁ ἢ 
Un n +1 nn  n+1 το 
Si æ < 1 la série est divergente, 51 æ -- 1 [ἃ série 


est harmonique donc divergente ; il en est de même 
à fortiori pour ὦ > 1. 

20 πῃ τὸ AtTÈR (A, a, ὃ, posilifs). 

AT Si A > 1 AFTER + Lo quand n τ 


/ 
\/1 τατον τι ἱ bn \ à 
Vote CSA IL AGE TEST) quand n > 
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La série est convergente pour À < 1, divergente 
pour À > 1. » 


RÉSUMÉ. — Pour étudier la convergence de la série 


posilive un. : 


19 On commence par vérijier que un est infiniment 
petit el on essaie de déterminer son ordre &« par rapport 


1 
à peau et | 

n 

Six => 1 la série esl convergente, δὲ & < 1 la série est 
divergente. 

29 On essaie s’il y à lieu les règles de d’ Alembert et 


de Cauclhi. 


39 On essaie de comparer à une série de nature connue 
en faisant les groupements de termes qui paraissent 


uliles. 


REMARQUE. — La règle de Cauchy est plus générale 
que la règle de d’Alembert mais d'application parfois 
plus compliquée. La première règle est la plus géné- 
rale. ἢ] existe des séries de comparaison à convergence 
beaucoup plus lente, mais la complication des calculs 


les rendent peu pratiques. Cilons une série de du Bois 


S 

Reymond [0116 que pour connaître —-, il faul prendre 
pe 

un nombre de termes égal au volume de la terre en 


mm. 
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47. Séries à termes de signes quelconques. 


On associe souvent à une telle séric un, la série Un 
de ses valeurs absolues. Si bn est eonvergenle, Un 
Fest aussi (absolument convergente). Geci tient au fait 
que Ja valeur absolue d’une somme algébrique esL 
inférieure ou égale à la somme des valeurs absolues 
de ses termes : 

|+6—2+4|= +8<+6+2+4— + 12. 


Certaines séries sont convergentes sans l’être 


absolument (semi-convergentes). 


1 1 1 
EXEMPLE : Un τὸ 1 PAS L'PTATA IE EE = 12 


(Catcul intégral n° 80). 

Un est divergent : série harmonique. 

La somme d’une série absolument convergentle 
est égale à la différence entre la somme de ses termes 
posilifs οἱ la somme de ses termes négalifs (chacune 
de ces sommes cest infinie pour une série semi-conver- 
gente). Gelle somme ne change pas si l'on intervertit 
l’ordre des fermes. Au contraire on peut rendre ainsi 
la somme d’une série semi-convergente égale à un 
nombre uclconque fixé à l'avance. 

Si deux séries absolument convergentes Un οἱ Vn ont 
pour sommes {] et V on peut définir une série Wn @bso- 
lument convergente de somme W — U XX V (produit 
des deux séries Un el Vu). 


TATON. — Pour continuer le Caleul intégral 6 
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Pour obtenir wn on forme tous les produits up ὕῃ 
tels que p+q=n 


EXEMPLE : Way = U Va À Uo Va À Us Us. 


48. Séries alternées. 


Une série est alternée si ses Lermes sont allernativement 


positifs el négatifs. 


THÉORÈME. — Pour qu'une série alternée Un sott 
convergente il suffit que [un | décroisse en tendant vers 0. 
La démonstration est analogue à celle faite pour 


les intégrales au n° 41. 


49. Calcul de la somme d'une série convergente. 


Ce calcul est imporlant en pratique car cecrtains 
nombres sont définis en analyse comme sommes de 
séries convergentes. La somme de certaines séries δ. 
calculable directement. 


] Ι 


TYEMPLE ee 
1X2 2x3 


M. = ΠΡ αἴ 


Dans la plupart des cas on ne peut faire qu’un calcul 
approché : on prend Sn comme valeur approchée de ὃ : 
on commel ainsi plusieurs erreurs : 

[ὁ Erreur € en négligeant Ra. 

20 Lirreur ε΄ sur chaque terme de Sn due à ce qu’on 
ne le calcule qu'avec un petit nombre de décimales. 

[erreur sur SÛ-__Ee + ne. 


* 


En pratique on cherche à calculer S avec une 
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approximalion donnée a On commence par détler- 
miner na pour que |€ | < a. On réparlit ensuite Perreur 
restante entre les πὶ lermes à calculer, on connaît ainsi 
l'approximation €’ avec laquelle il faut calculer 
chaque terme. Il est essentiel de savoir limiter Ra 
pour toute série convergente : on ulilise souvent une 


série majorant{e. 


EXEMPLE : ὁ = 1 + ΤΥ τ τ +... + = + γος 
(nl τὸ 1X2X ... Χ n se nomme factorielle n) 
Ι 
Mn τὴς ΤῊΝ + ... 
At 1 
ἣν (n +1)! LUE 1)! (n La a (n +1)! (n +1) | 
La série géomélrique a pour somme 
n + 1 | ] 
n(n + 1)! SD FEU MT ρον κυ τῳ 
Le ΞΕ, La AA RE O<G<1 
1! ΕἼ n| n | ΠΑΡ | 


L'erreur est inférieure au nème du dernier lerme 
calculé. 

Un calcul effectif avec neuf décimales donne 
Se — 2,718281830, Le calcul donne | crreur | < - À 
Les sept premières décimales sont exacles. 

Un tel calcul n’est possible que si la série converge 
rapidement : les seules séries pratiquement utilisables 
sont celles auxquelles s’applique le critère de d’Alem- 


bert avec k assez petil. 
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2. SÉRIES À TERMES VARIABLES. 


50. Séries entières. 
Parmi les séries à termes variables, nolre étude 
se bornera aux séries enlièrés : 
CU Ptit - [ας LME ἘΠ ETES. 
qui possèdent des propriélés remarquables : 
19 Cerlaines séries entières ne sont convergentes 


pour aucune valeur de x (sauf x = 0). 


ÉxEMPLE : 1 tx +2la Ἐν. + πὶ απ + … 


ün +1 


Ξε + χα + © qd n > co. 
Un 


Quel que soit x, la série est divergente. 


D'autres sont convergentes quel que soil x : 


?2XEMPLE : 


, xn 
arret Ma τὸν τσ τὴς ᾿ς 
Un +1 x 
112 NA DT [ἊΝ PART CE 


Pour les autres séries entières on montre l'existence 
d'un nombre posilif 1 (rayon de convergence) lel que 
La série est absolument convergente pour |x| < R et 
divergente pour |x| > R; pour |x] τὸ IX il peut y avoir 


OU non convergence. 
an 
EXEMPLE : 1 + x + ... + PE + 2. 


Un +1 n 
LENOIR RUN ; PAPE 


Ξε UE D CITE EC 
Un n +1 ὡς 
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La série est convergente pour | x | < 1. 

R = 1 l'intervalle de convergence est (— 1, + 1), 
la série converge pour — 1, ne converge pas pour - 1. 

29 La somme d’une série entière esl fonction continue 
de x à l’intérieur de l'intervalle (— R, + R). Si deux 
séries entières ont même somme dans une parlie de cet 
intervalle, elles sont formées des mêmes termes. 

3° On peut ajouter, soustraire, multiplier deux séries 
entières pour loule valeur de x intérieure aux deux inter- 
valles de convergence. 

49 On peul dériver ou intégrer lerme à terme une telle 
série. Les séries oblenttes ont méme rayon de convergence 
que la première série. Une série entière admetlant une 
infinité de dérivées cest développable en série de Taylor à 
l’intéricur de son intervalle de convergence, Une série 
entière possède donc les propriélés essentielles d'un 


polynôme 


01. Développement d'une fonction en série entière. 


Pour l’élude de celle question nous renvoyons le 
lecleur aux 0% 76 οἱ 77 du Calcul intégral οἱ aux 
n°8 66 à 71 de Pour continuer le calcul différentiel. 
Les formules de Taylor el Mac-Laurin sont souvent 
commodes. Dans d’autres cas le développement 
de y se déduit du développement en série de y! : 


EXEMPLE : 1, (1 + x) (voir Calcul intégral n° 80). 
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Π peut aussi se déduire d’une relation entre yet y’ 
EXEMPLE : y 


— οἷ satisfail à y — ψ'. 
Soit A9 + ἃ ἃ +: + An—1 271 + an απ + 
le développement en série entière de y. 


U = αι + 242 +. + nan ὰπ τ 


Les deux séries y et y’ ayant même somme sont 


identiques. 
lo = A; (ἃ Ξῷὸ 264; ...: NRAn = An—1. 
δὴν: LC au 
UT ἄρ; = Ds GT al? 
Qn —1 Un—2 do 
( LE 2] Le παπαν ὧδ 
a n 1 6 .Ὁ- , Ὁ n! 
L τῆς an 
HAE ce St rte Pearl 
4 a F 1! 21 a π 1 ) 
Faisons L'ONU ΝΜ ΉΞΞΕΙΓ =N] 
x À 
] Τὰς μέ μας AE 
" 1! Ἴ n ! 


52. Application des séries entières. 


a) Développement d'une intégrale en série entière. — 
Cette méthode ἃ été appliquée à L (1 + x). Voici un 


autre exemple. Soit à calculer : 


Posons Lx 
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É = 1 πο yen) 
Or οἱ = ἘΝ be Pal Τὺ 


et 


PE ETS mi 
er Hitsphe tn + 


Vanne Ve 


a me 
-ἰ τσ ἘΠῚ πα Fax +. | 


Revenons à la variable x 


dx : (L x)’ 
ΓΞ FAUNE PRO ARE RS πσν γ 
b) Intégration d’une équation différentielle. — Un 
exemple simple a été étudié au numéro précédent. 
Celle méthode sert aux quadratures non élémentaires 


et au calcul approché des solutions des équalions 
différenticlles. 
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SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 


53. Fonctions périodiques. 


Une fonction trigonomélrique f (x) ne renfermant 
que des expressions en sin ἃ, cos æ, Lg x reprend la 
même valeur quand x augmente de 2x: 

7(θ 1 2η: πὴ =... = f(0 - 3 πὴ — / (0) 

n'enticr quelconque. 

C’est l’exemple le plus simple de fonction périodique. 
D'une façon plus générale une fonclion de période ἃ 
reprend la méme valeur quand x augmente de à : 

Γ ER D = OR EP DEEE = (x en) 
n entier quelconque. 


2T 
Le changement de variables ᾧ = —— x ramène au 
; «i 
cas de la période 2 πὶ: 
2 TC 2π 
Pom as, Pr 2m pe ιν τ (ὦ τ. ἃ); 


Un accroissement a de x correspond à un accroisse- 


ment 27 de ®. 


. RC Δ 27 | 
sin@ =sin— x, et cosp=cos Re ont pour période a 
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. + LA ο hi 2 T 
sin ὦ Ζ, (05 ὦ æont une période T satisfaisant à ὦ — TT 
2T 
D'où : T =, 
ω 
ς Mae 1 ω 
La fréquence N est définie par N = T = τι’: 
τ 
: 27 
westla pulsalion:o — Ἐπ ς- 27TN. 


ANT 
À Sin (ὦ zx -ἰ Φ) admet la même période oi? Cte), 
Cette lonction est d’ailleurs une combinaison linéaire 
de sin © οἱ COS WE : 
À sin (or + @) — A cos p sin © + A Sir cos @T 


= (, sin ox + (ᾧ cos ot. 


Rappelons  qu'inversement toute combinaison 
Jinéaire (ἃ Sin ὧὖὐ + (Ὡς COS © peul se mellre sous 
la forme C cos (ox | φ)ὴ (Trigonométfrie). 

Remarquons encore qu’une fonction de période T 
reprend Ja même valeur quand + augmente de ἽΝ 
21 τ ENochersSCEsadpé rio copréprce role sachet 
donc les périodes 24, Sa, … na: Toules les fonclions 


A 8 a 
de période propre τ peuvent étre considérées 


comme admettant la période a. Les fonclions cos œ+x, 
sin @X, COS 267, sin 26%, ... COS NOT, 511 NET... admel- 


2T 
lent donc toutes la période T — Tan 
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54. Séries trigonométriques. 
Une série de la forme : 

a 

+ (a, cos ©T + b sin wt) 

+ (da 005 ῶχ + δι sin 2@x) + ... (1) 
est dite série trigonométrique. Si elle est convergente, 
elle représente une fonction de x qui d’après la 
27 


A) 
Ces séries interviennent dans de nombreuses ques- 


remarque précédente admel la période T -- 


tions de mathématiques pures et appliquées. Leur 
importance tient au Lhéorème suivant que nous 
admetlrons 

THÉORÈME DE l'OURIER (1). 

Toute fonction périodique bornée de période T peut 
étre représentée d'une manière unique par une série 

: | : 2T 
de la forme (1) où & : EE 
1 à 
La fréquence τε est dile fondamentale, les fréquences 


» Ν᾽ 
FT sont ses harmoniques. 


D'une façon plus générale : 
A une fonclion quelconque | (x) considérée dans un 
intervalle (a, ὃ) où elle est bornée, on peul associer 


une série de Fourier représentant une fonction 1“ (x) 


(1) Fourier : mathématicien français, 1768-1830. 


! 
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de période (b —- a) coïncidant avec f (x) dans l'inter- 
valle (a, b) : f (x) peut n'être pas continue. 

Prenons une nouvelle variable z, elle que x, fonc- 
tion linéaire de z, varic de a à b quand z varic de 0 à 2x 
x=" Nze+"B. 


D'où 
2π 
1 NE PR Ag τ y = [(4) = 9). 
4 (2) est une fonction à étudier dans (0,2 x). Soil 
G (z) la fonction de période 2x qui lui correspond. 
Si  (Ο) < (ἃ πὴ il faut cependant G (0) — ἃ ὦ πὶ, 


la {πόρτο conduit à poser 


1 
G (0) = ὦ ὦ πὶ — Ὁ [9 (0) Lg ὦ πὶ. 


09. Calcul des coefficients de la série de Fourier 
Analyse harmonique. 
Etablissons d’abord quelques formules : 
Soient les entiers m, n, ἢ 

19= 


Ἴ 0 ! 
/ sin nt dx = --- τ 1 905 πῶ 
ἜΣ) ὃς 


π 
(ἰὰ même : / cos x dx —= 0. 
0 


LE 
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En transformant les produits en sommes on obtient : 


OT 
“ὦ ἣν 


| sin mx cos px dx 
0 


.2T 
— — { [(sin (m+p}x + sin (m— p}x] dx — ui 
0 


Or Sim£p 
De même : | sin MT Sin px dx = 
“9 
2T 
J COS MX COS PX dx — 
0 
. 1 — (05 2 mx 1 + cos2mx 
mais sin?mx — ALL ERA LOSC ES τς Core 
“ὦ ν τ : CI 
A2. ὙΠ. cos πα. 
sin? mx dx — PULL ON CUS 
0 V0 
ph sin2mæ |°T 
EE. 
à 12 4 _|0 
γ Τὸ 
De même : Ἷ COS? ΠῚ. dE = TT. 
0 
SOL / (tx) définie dans (0,2 π). 
εις" : lo , n 
Posons f(x) — τ- + ἡ COST + ἢ Sin ἃ + ..Ψ. (1) 


Entégrons entre 0 et 2x 


"2H \ QT 
“1 1 (x) dx — (3 dx + d , COS παν “+ … 


Seule la première intégrale n’est pas nulle, elle 


vaut παρ: 
1 27 
Lt à { (x) dx. 
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Pour calculer an multiplions les deux membres de (1) 


par cos mx οἱ intégrons : 


QT 
f (x) cos mx dx 


(9 2T 27 
= 5. 005 MX dx + 4 COS ME COST dE + … 
ΟΝ 0 


,“: 


9π 
+ Am ra cos? πὰ dx + ... 
J 0 


Toutes les intégrales sont nulles sauf : 
27 27 
Am " cos? mt ΟἹ = T Am = 7 (x) cos mx dx 
0 0 


bm s’obliendrait de même en multipliant les deux 
membres de (1) par sin mx et intégrant. Des considé- 
rations de symétrie simplifient souvent ce calcul, En 


résumé les formules donnant les coefficients de (1) 


Son : 
1 QT 

lee res { (x) da 
1 

ἄγῃ τ --- Ps f(x) cos mx dx 
ἱ ὯἊ ᾿ 

bn = — “2 (x) sin mx dx. 
Tr /o 


56. Signification géométrique des coefficients. 


ἐπ "27 
τοδὶ — "7 1 (x) sin 5x dx = I, ; ἢ f (x) di = I. 


Représentons sur les mêmes graphiques, les courbes 
y = ΞΕ 7. ἃ) ἵν τῷ 11) 51 δ. 
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21 est l'aire comprise entre GC οἱ C’ (fig. 11). 
I, est la somme algébrique des aires hachurées. Ces 


aires de signes contraires se compensent en partie ; Ia 


4 χὰ d=f(x) 


υ d 


Εἰς, 11. 


compensation étant d’aulant meilleure que n est 
grand, on conçoit qu'en général la série des coeffi- 


clients converge rapidement. 


97. Calcul mécanique. 


Les analyseurs harmoniques calculent les coeffi- 
cients en réalisant mécaniquement la multiplication 
de { (4) par cos mx οἱ l’intégralion. Certains de ces 
appareils donnent cinq harmoniques à chaque contour- 
nement el permettent de calculer jusqu’au 150$me har- 
monique. Il existe aussi des procédés graphiques 


d'analyse harmonique assez utilisés. 


L 


24m 
LL. 
OT 


SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 


58. Conclusion. 


Deux problèmes lhéoriques restleraient à trailer : 
étudier la convergence de la série, chercher si elle 
représente la fonction. Le calcul constitue un début 
de démonstration que nous ne compléterons pas. En 
pratique, la série trouvée représente correctement 
f (x) dans l’intervalle (0,2 x). Le premier lerme est 


la valeur moyenne de la fonction. Chaque groupe 


΄ 


ἄπ COS Πα + bn Sin πὰ de période peut être mis sous 


rl 


la forme An cos (Rx, + @n). Cette lonclion oscillatoire 


simple d'amplitude An, de période —, de phase @n 
est appelée nème harmonique. 

On obtient une bonne approximalion en.ajou- 
lant à fa valeur moyenne de la fonelion l'oscillaltion 
fondamentale et ses harmoniques successifs. L’am- 
plitude et la phase des divers composants permettent 
par leur variélé de représenter un phénomène pério- 
dique quelconque. Si la fonclion est continue, un 
nombre restreint de lermes suffit, si elle est 
discontinue, un nombre élevé de termes est néces- 
saire pour la représenter au voisinage de la discon- 


linuité. 


#XEMPLES. - - 12 La figure 12 donne un exemple 


de courbe périodique qui se décompose en deux 
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sinusoïdes. La série de Kourier est ici limitée à deux 
Lermes. 


f (ἃ) = a sin (267 + @) + b sin 5wr. 


“ clin Fou 
+ — premier composant 
ss eee deuxieme composant 


Fig. 12 
Σ ; \ T 
29 La fonction égale à — 4 Pour — x DO 


[ π 
οἱ ἃ + 7 pour 0 «ἃ < res! représentée par la séric 


de Fourier : 


| sin 3% sin (2n + 1)æx 
51} LEE role. ἐ ΠΗ Een λον 
5; (ἀπ + 1) 
Remarquons que ἐ (4) esl fonction  impaire 
((—x) -- — f(x)). Les sinus élant aussi impairs, 


landis que les cosinus sont pairs, seuls les premiers 
interviendront dans le développement. 

Considérons les approximations de plus en plus 
serrées obtenues en. prenant un nombre croissant 
de lermes. Pour quelques termes nous pouvons 
opérer par addilion d'ordonnées. Pour les résultats 


suivants nous nous reporterons aux graphiques 
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obtenus par Michelson à l'aide d’un appareil qui, à 
L 

volonté, Fail l'analyse harmonique d'une courbe ou 

sa reconstitution au moyendes harmoniques. Quelques 


termes suffisent à donner une allure approximative 


Y 


S fermes 


+ Terme 


Ÿ Y 


2]termes ZTtermes 


['ig. 13. 
cle La courbe mais un nombre assez élevé est nécessaire 
pour la reproduelion correcte au voisinage de la dis- 


continuité (fig. 13). 


59. Applications à l’acoustique. 


En acoustique, on étudie d’abord les sons simples : 
vibrations sinisoïdales lransanises par Pair, de la 
source sonorc à l'orcille, Le rapport des fréquences 


de ces vibrations caractérise l’intervaile des sons. 


(1) MIcuELsoN, physicien sméricain contemporain. 


L'ATON, 


l’our continuer le Galcul intégral. 7 
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Ainsi un son est à l’octave d’un autre si sa fréquence 
est double. | 

Maïs en fait les sons naturels sont complexes. On 
peul. en oblenir une représentalion géomélrique par 
l'intermédiaire d’un microphone οἵ d’un oscillographe 
qui les transforment successivement en vibrations 
éleclriques puis en oscillations lumineuses. On peul 
inscrire finalement la courbe image de la vibration 
initiale et vérificr La périodicité du phénomène. 
L'analyse harmonique de cetie courbe décompose 
le son complexe en fondamental et harmoniques, 
le premier harmonique étant à l’octave du fonda- 
mental. La combinaison des harmoniques caractérise 
le {πὸ de l'instrument choisi. On constate que la 
phase des harmoniques n’influe pas sur le limbre. 
La flûte, cerlains Tuyaux d’orgues ont peu d’harmo- 
niques ; le hautbois, la clarinette ont des harmoniques 
importants de l’ordre du 10ème au 15ème, dans le son du 
Lrombone le fondamental est même absent. L'analyse 
harmonique n’est pas possible au moment où le son 
naîl ou s'éteint : le phénomène n’est plus périodique. 
L'existence des harmoniques explique le phénomène 
de distorsion dans Ia reproduction des sons. Tout 
appareil reproducleur comporte une partie vibrante 
à résonance floue qui cependant n’a un rendement 
maximum que dans une bande élroile de fréquences. 


Les harmoniques d’un son complexe sont donc 
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mullipliés dans des rapports cifférents, le timbre 
est déformé. Un ensemble de résonateurs à réso- 
nance aiguë permel l'analyse acoustique du son. 
On procède aussi parfois par résonance  élec- 


lrique. 


60. Applications à l'électricité. 


Le courant électrique débité par le secteûr est en 
général périodique, approximatlivement sinusoïdal. 
De par la construclion des allernateurs, la valeur 
moyenne du courant est nulle et seuls les premiers 
harmoniques de rang impair sont assez importants. 
Nous verroms dans la onzième leçon que l'intensité 
dans un circuit aux bornes duquel est branchée la 
tension € est £ = Σὰ in, in élant le courant que produi- 
rail l’harmonique en. Mais les selfs ailénuent les 
harmoniques surtout ecux d’ordre élevé : elles rendent 
l'intensité plus sinusoïdale que la tension. Au contraire 
les capacités accenluent les harmoniques et créent 
des distorsions, La réunion de selfs οἱ capacités peul 
entraîner la résonance de certains barmoniques et 
créer des intensités dangereuses. ΠῚ est done important 
de connaître par avance la valeur des divers harmo- 
niques. 

La mélhode électrique d'analyse harmonique utilise 


la condilion de résonance du nème harmonique 
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n Lo = — . On fait débiter le courant dans un 


n Co 
circuit de self et capacité variables mais connues. 
On note chaque résonance et on détermine la 
valeur correspondante de n. De l'intensité de réso- 
déduit 


coeflicient de Fourier. Qualitaltivement on peut aussi 


nance, on la valeur approximative du 
utiliser la résonance mécanique de lames siluées 
dans un champ magnétique créé par le courant. On 
peul aussi analyser graphiquement ou mécanique- 
ment la courbe du courant donnée par un oscillo- 
graphe. La précision de cette dernière méthode est 
limitée par la finesse et la netteté insuMisante de la 


courbe tracée. 


61. Phénomènes pseudo-périodiques. 


Un son complexe, un courant alternatif sont des 
fonctions périodiques, sommes de fonctions sinusoï- 
dales de fréquences multiples de lune d’entre elles. 
On montre aisément que la somme de plusieurs fonc- 
Lions à périodes commensurables entre elles est une 
fonclion périodique admettant pour fréquence le 
plus grand nombre qui divise à la fois toutes les fré- 
quences. Si les périodes ne sont pas cominensurables, 
le phénomène n’est plus périodique mais conserve 
cependant des apparences pseudo-périodiques. Pre- 
deux fouctions sinusoi- 


nons Île cas simple de 
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dales de même amplitude et de périodes différentes. 
YU — À COS (œil —- φῇ) 
Ua — À COS (ot -— φ9) 
RS ENTA T AU 

= À À cos (5 τ "a; #1 +) cos ( οἱ ce TL Ι — Fi Ps ὙΦ ) 


à DRE. 2 
La fonction apparaît comme le produit de deux 


fonctions périodiques, lune de pulsation rapide 


y + À, Co 


Gi + ὡς. € 
τ Ἐς autre (espulsationdente “5. - -ὖς 


repré- 


Ὁ. 14. 


sentant en quelque sorte-lamplitude variable de la 


première (fig. 14). 


(co ST Br _ 
Um = 2 À COS (ωι --- @2) fa Pi - Da (1) 


= ami 


Ceci explique les phénomènes de battement : deux 
sons de hauteur voisines émis à proximité l’un de 
l'autre réagissent entre eux, le son résultant semble 
renforcé régulièrement, les renforcements correspon- 


dant aux maxima de la fonction amplitude 7m (1). 
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Ainsi s'explique aussi le fonctionnement de l’hété- 
rodyne en ‘T.S.I. 

Si les amplitudes des fonctions composantes sont 
différentes, les apparences du phénomène résultant 
sont plus complexes. 

Mentionnons le phénomène des marées. Là s’ajou- 
tent trois eflels périodiques principaux de périodes 
différentes dus à la rotation de Ja terre, au mouvement 
de Ja Tune autour de la Lerre el au mouvement de la 
Lerre autour du soleil. Les périodes étant non commen- 
surables, le phénomène résullant ne peul être analysé 
barmoniquement. D'ailleurs Jes circonstances locales 
le compliquent encore. Cependant connaissant 105 
diverses périodes on peut, en dépouillant les résuilats 
d'observations régulières el exlrapolant, prévoir les 
marées en un lieu donné. Les calculs sont fails en parlic 
païr-les machines à prédire les marées dont il existe 
un lype assez ancien le «Tide Prédictor» n° 3 de tord 
Kelvin au bureau hydrographique de la marine à Paris, 
Nous n’entrerons pas dans le délail de sa descriplion. 

Dans tous les phénomènes éludiés en physique 
du globe : météorologie, magnétisme, ete. on re- 
trouve les deux périodes incommensurables de Ja 
rotalion de dla Lerre el du mouvement de Ia terre 
autour du soleil. Ceci limite donc nettement Îles possi- 
bililés de l’analyse harmonique ct nécessile des tech- 


niques plus puissantes el plus complexes. 
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62. Généralités sur le calcul mécanique. 


Dans la vie courante et dans les applications des 
sciences, le calcul joue un rôle considérable. Aussi 
cherche-t-6n depuis longtemps des procédés de calcul 
plus rapides, plus commeodes et plus sûrs. Le but du 
calcul mécanique est de faire effectuer par des appa- 
ΓΟ les opérations proposées, le rôle du calculateur 
étant réduit au minimum. Les machines arithmé- 
Liques, addilionneuses, multiplcatrices ΓΟ les quatre 
opéralions. Les machines algébriques résolvent les 
équations numériques. Enfin certains appareils cite c- 
Luent des quadralures ou vésolvent des équations 


différentielles : ce sont Les appareils à intégrer. 


63. Historique. 

Les bouliers compteurs ont élé utilisés dès la plus 
haute anliquité. Mais la premiére machine à calculer 
fut construite par Pascaz en 1642 ; c’est l’ancêtre 
de nos machines à addilions. La mulliplicatrice est 


de réalisation plus récente. Ces machines arithmétiques 
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ont atteint aujourd’hui un automatisme et une per- 
fection remarquables, elles sont centrées dans la 
pratique courante : magasins de commerce, ban- 
ques, ete. Au contraire, les machines algébriques 
restent assez peu pratiques malgré leur ingéniosité. 
Les premicrs appareils ἃ intégrer furent créés pour 
faciliter les opérations du cadastre. La première 
réalisation pratique est due à Flingénieur suisse 
HoPpPpiKkorrEr. C’est en 1854 qu'AMSLER construisit 
son planimètre polaire dont dérivent beaucoup 
d'appareils modernes. DESPREZ, ABAKANOWICZ, ei 
France, Boys, THOMSON en ANGLETERRE, PRYTZ au 
Danemark créèrent de nouveaux modèles. On trouve 
aujourd’hui des appareils effectuant rapidement 


une quadrature quelconque avec un erreur inféricurce 


à Le problème de la résolution inécanique 


5.000 ᾿ 
d’une équation différenticile est beaucoup plus délicat, 
il n’a pas encore reçu de solution satisfaisante en 


pratique. 
64. Intégration mécanique. 


1,0 premier but de lintégration mécanique est de 
mesurer l'aire limilée apr un contour fermé ; rappe- 
lons que toute quadrature se ramène à une telle 
mesure. Sur certains appareils : érdlégrateurs, le résultat 


se lit sur une graduation à Ja fin de lPopération : 


+ 
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planimètre d’Amsiler : Calcul intégral (n° 84 οἱ 85). 

Un deuxième lype d'appareils : les intégraphes 
tracent directement la courbe représentative de la 
primilive cherchée dans un certain système de coor- 
données : intégraphe  d’Abdank-Coraai : Calcul 
intégral, fig. 20. Chacun de ces Lypes a ses qualités 
propres : l’intégrateur mesure mais ne donne les 
résultals que d’une façon discontinue. L'intégraphe 
inscrit graphiquement la fonction cherchée οἱ laisse 
une {race continue Ge l’opéralion. Mais il introduit 
des erreurs supplémentaires dues au système d’enre- 
gistrement, il est compliqué el coûleux done assez 
peu employé. 

Les inlégraleurs simples mesurent une aire; les 
planimètres en sont le Lype le plus employé. Parfois 
des systèmes mulliplicaleurs leur permettent de 
délerminer le moment stalique et le moment d'inertie 
de l'aire considérée. Les inlégraleurs composés per- 
mettent de résoudre certaines équations différentielles 
de la forme y — f (x, y). Mentionnons encore 105 
analyseurs harmoniques qui déterminent par intégra- 
Lion 105 coefficients de la série de Fourier d’une fonc- 


lion donnée. 


65. Principes cinématiques. 


Etudions maintenant les principes cinémaliques qui 


expliquent Ie fonctionnement de ces divers appareils. 
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1” Roulette intégrante. — Cecile pièce essentielle 
de nombreux intégrateurs est une roulette L à 
rebords saillants. Elle se déplace sur un plan P 
auquel elle est perpendiculaire. Soit D la trace de 
son plan sur P. Le frottement de la roulette sur le 
plan atlénue le glissement longitudinal que nous sup- 
poserons nul. Quand ja roulelte roule le long de 1) 


d’une fongueur {, elle tourne d'un angle @ tel que 
Ϊ 
r0 -Ξὶ (οὐ θ — τ΄ (r rayon de la roulette). Maïs dans 


un déplacement parallèle à l’axe, la roulette ne tourne 
pas (0 — (16) 0 est également constant quand la rou- 

lelte pivole autour de Ja 
D verticale de son point de 
contact. Soit maïinlenantum 


petit déplacement rectiligne 


ds cos οἱ, ds faisant l'angle & avec 


à Ἢ l'axe. On peul le déconi- 

l'ig. 19. — Roulette 
(supposée vue en plan). poser en un déplacement 
parallèle à l’axe ds cos α 
eL un déplacement ds sin & parallèle à D. Ce dernier 
intervient seul dans Ja rotation de Ja roulette 

αἰ δὴ αι. À PAS | 

dO — RE NO ἡ; lout déplacement eurviligne CG peut 


être décomposé en une suite de déplacements recti- 
lignes infiniment pelits ; angle dont Lourne la roulette 
5. sin Οἵ 


᾿ , Ἢ εἰ 
dans un tel déplacement est θ — Ἱ EN ΤΙ 
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(α étant à chaque instant l'angle de la langente à 
la courbe C et de l’axe de la roulette). 

Celle-ci est munie d’un compte-tours avec vernier 
de précision : cile permet d'intégrer numériquement 
la différentielle ἧς sin &. 

On généralise la démonstration an cas où la rouletle 
roule sur une surface quelconque à laquelle elle 
demeure normale. L’inconvénient essentiel de cet 
appareil tient au fait que les glissements ne sont 
jamais nuls et introduisent des erreurs. 

29 Tige de longueur constante. — Soit la tige AB 
qui se déplace, À οἱ B décrivant deux courbes CG οἱ Γ΄ 
du même plan. Pour passer de la position AB à la 
position voisine AB’ on peul prendre pour intermc- 
diaire A’B, parallèle à AB. L’aire infinitésimale 
ABB'A’ se compose en preinière approximation du 
parallélogramine ABB,A' et du secteur circulaire 
B,A'B". 


dV τῷ {dssin αἱ : Ta do 
car AA! = ds, a — BAA' ci ds Sin æ& est la hauteur du 
paraHélogramme (Πρ. 16, p. 108). 
Ξ [ [ 
Intégrons Ν τε 1 / dssin α + τς —1r0 + τ ? 


6 élant l’angle de rotalion*d’une roulette placée 
en A’, d'axe AA’, de rayon r. 
Si B fait un tour complet de L" pendant que A se 
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déplace sur G en décrivant le même are deux fois en 
sens inverses, la variation de @ est nulle 
V = ir. 


La courbe C est appelée directrice. Si elle est 
cxlérieure ἃ Τ᾿, l’aire V balayée par AB est égale à 


B, B’ ; B, 
F δ 


Fig. 10. τὰ» À 


l'aire y intérieure à Let à l'aire hachurée qui par- 
couruc deux [lois en sens inverses n'intervient pas dans 
l'intégrale (fig. 17) 
y = lr6. 
Si la directrice est intérieure à Lou si A la parcourt 


entièrement, la formule se complique un peu. 


66. Planimètre polaire, 


Appliquons ces principes aux planimètres. La théorie 


élémentaire développée aux n° 84 et 85 du Calcul 
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intégral pourra servir d'introduction à notre étude 
Décrivons le Lype de planimètre moderne schématisé 
à la figure 18. La lige de longueur constante (bras 
moteur) est De, le traçoir ὁ décril la courbe Γ dont 
on veul évaluer l’aire, la deuxième extrémité D cest 
reliée à un point fixe b (centre du contrepoids) par 


une Lige δ (bras polaire). La directrice GC est donc 


(C} drectrice οὐ 
! 
bra Υ 


Ι 
\ Holaire 


Fig. 18 — Schéma Fig. 19. 
du planimètre polaire. 


un cercle de centre ὑ. La rouletle est axée sur le bras 
moteur mais n’est pas fixée en D. Notre théorie se 
généralise à ce cas. Soient deux positions cDI,, c'D'L' 
du bras moteur (fig. 19), le point D) a décrik un arc 
DID)" = ds du cercle (b, R). Soient «D = 1; DL = a; 


Eds! cDD' TT ἐς ΑΝ ΜᾺ = @ 
Ν nf ; - P 
Ne - (11) CU ΠΥ GIE 040 1) 


L’aire αν’ — DD’ L'L peut être obtenue en prenant 


pour directrice 
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᾿ 0 { + ͵ . αϑ n 
SOL DD d'où dV -- ads sin 4 --- -- ἐφ (2) 
ὙΠ... } , er ONE F d ‘ 
Soit LE’ d’où dV' = ads sin χ' -- —- ἐφ (3) 
«ὦ 

Egalons les deux valeurs de ὧν ἡ ct simplifions par ὦ 

ds sin &« — ds’ sin ο΄ a ἀφ. 
Porlons celte valeur dans (f;. 

2 


ἱ P 
ἐν -- [δ΄ βῖ0 α΄ + aldp1-—dp- is sinæ + ἀφ (at+ 5) 


l2 
\P Ι ΠῚ das! sin α΄ -- ) (αι - 3} 


La roulelle calcule l'intégrale, La varialion de @ 
est nulle si € décrit Γ᾿, D faisant un aller et retour sur 
un arc de GC. L’'aire balayée par cD est l'aire y 
intérieure à L':y - k0. 

(8 étant l’angle dont ἃ tourné la roulette L : diffé- 


rence entre les lectures initiales el finales.) 


REMARQUES. — 19 Si b est ἃ l’intérieur de Γ΄, le 
nombre lu doil être augmenté d’une constante indi- 
quée par le constructeur. 

20 La roulelle porle 100 divisions, un vernier 
permel de lire le dixitme de division. L’axe à vis 
sans fin engrène Sur un comple-lours. 

3° L'axe de la roulette ne coïncide pas avec €D, il 
lui est paralièle à une distance ἃ : 11.1.1} subit 
une transtalion s2ûs changement d’aire : Je résultat 


dcmeure. 


x 


porn fixe 


bras moteur reg/able 


bras polaire 
loupe traçoir --— 


ST 
comple-tours 


δ 7 LE 
CONS È 

lo DS 

δὴ "ÈS 

Ve Q:S 


Fig. 20. — Planimètre polaire (type récent). 
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. A9 Notons enfin quelques perfectionnements, 

a) Bras moleur réglable permettant d’adapter le 
planimèlre à toutes les échelles ; 

b) Bras mo.eur voaivani glisser sous le bras polaire. 
Chaque aire est conltourné: dans deux sens différents. 
La moyenne des résultats élimine l'erreur ce noa- 
pa-allélisme entre l'axe de la roulelle et le bras moteur 
(planimèires à compensalion). 

c) Loupe à point de repère remplaçant le 


Lraçoir : le contournement est plus rapide el plus 


précis. 
x 1 
La précision de ces appareils simples varie de ποῦ 
1 
ἃ ——— (fig. 20, page 111). 
NA Re LEE 


67. Planimètres dérivés. 


19 Planimètre linéaire. La directrice est une droite 
2 
1 = Apds Sin œ + ν ἐφ; 
ας ἘΞ αὐ τ PE ACT UN AT à 
ι{ 
dV = y dx 1- S do. 


Le long d’une courbe fermée 


RE Pa 


Fig. 21. — Schéma ᾿ Υ ε ᾿ 
du planimètre linéaire. Υ̓ — ἰ J ds Sin αὶ — “ y ux 


V — κθ (lig. 21 οἱ 22). 


CS 

Ξ 

ξ 

à 

À 

TS 

Ar 

bare 

Ὃς 

[58] 

ee à 

= ἢ 

È “ἢ 
οῷ 
DS 
ΞῈ 
SÀ 

RS 

ÈS 
Ré 


TATON. — l’our continuer le Caicul intégral. 


Fig. 22. — Planimètre linéaire. 
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20 Planimètre polaire à disque. — Dans le plani- 
imnèlre d’Amsler, la roulette se déplace sur le dessin, 
surface souvent peu régulière. Dans le planimètre à 
disque (fig. 23), les mouvements de contournement 
sont transmis à la roulette intégrante. L par l’intermé- 
diaire du disque tournant $S dont l’axe à pignon 
engrène sur la couronne dentée du disque polaire P. 
La roulette L se déplace sur la surface parfaitement 


polie du disque Lournant 5. La théorie de cet appareil 


Fig. 23. — Schéma du planimètre Fig. 24. - - Schéma 


polaire à disque. du planimèlre à sphère, 


montre que la précision est aussi multipliée par un 
coefficient connu. 
3° Planimètre à sphère (principe dû à HELLE-SHAW). 
L’inconvénient de tous les planimètres précédents 
est l’existence de glissements. Le planimètre roulant à 


sphère (fig. 24) supprime cette cause d’erreurs. Le châssis 


MACHINES A INTÉGRIER 115 


est supporté par deux roulcaux molletés R et R’ qui 
ne permettent que des déplacements perpendiculaires 
à leur ἀχὸ. Leur rotation cst transmise à une calotte 
sphérique δ᾽ par un engrenage et un pignon. Le bras 


moteur est surmonté par un cylindre C mobile autour 


calotte sphérique Ὁ Cyhindre intégrant © 
δ βου ες 


Systeme enregistreur 
« “ Le 


Ξ 


G'CORADI-ZURICH 


ΙΞ 


loupe traçorr..} 
Εὴμ. 25. . Planimètre roulant à sphère. 


de son ἀχὸ (cylindre intégrant) et en contact avec ὃ. 
Quand € décrit L', les rouleaux R et R° avancent et 
reculent, S tourne, GC pivote, $ actionne par friction 
le cylindre intégrant qui communique par vis sans fin 
ses mouvements à l’appareil enregistreur (fig. 25). Nous 


ne ferons pas la théorie détaillée de cet appareil. Son 


116 POUR CONTINUER LE CALDUL INTÉGTAI 


inconvénient est Ja fragilité relative de l'appareil 
intégrateur. Les planimètres les plus récents : plani- 
mètres roulants à disque et roulette intégrante 
allient les avantages des deux types précédents 
(fig. 26). Les glissements sont presque supprimés 
par Îa translation de la roulette qui se lait 


radialement par rapport au disque. Ces appareils 


peuvent atteindre une précision de Citons 


l 
8.000 ἡ 
pour mémoire les planimètres à rotalion, premier 
type découvert, peu utilisés aujourd’hui sauf dans 


certains appareîfis enregistreurs. 


68. Autres appareils intégrateurs. 


19 Certains appareils évaluent par un seul contour- 


nement les intégrales suivantes : 


[udz: Γι die: Γιβ dx 


et calculent simultanément l’aire, le moment statique, 
le moment d'inertie d’une surface, 

Hs utilisent en général la lransformation lrigono- 
métrique y = 1 sin α et la décomposition de sin α 
en une somme d'expressions linéaires. [intégrale 
est ramenée à une somme d’intégrales de la 
forme À f ds sin f. Des trains d’engrenage réalisent 
mécaniquement l’ansis ?. fes roulettes calculent les 


intégrales. 


compie ours 


22 


loupe tragoir- < 
à À 


bras moteur x 
réglable 


rouleau 


Fig. 26. — Planimètre roulant à disque. 
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20 Analyseurs harmoniques. - Dans la sixième leçon 
nous avons vu que ces appareils calculent les coefi- 
cients de Fourier d’une fonction donnée. Ils sont de 
divers types. 

a) Les appareils les plus anciens : type de lord 
Kelvin calculent directement le produit de y par 
cos nf dO ou sin πῇ d6 ct intègrent. Ces appareils 
sont peu précis. 

b) L'appareil trace (fictivement) les courbes y sin 16 
et y cos n0 el mesure l'aire : appareil de Sonnmerfeld. 

c) Les intégrales sont évaluées en faisant d’abord 


une intégration par parties. 
An = — 1 y cos n 0 d 0 
0 


πος 
πᾷ Μ τὴ { 2T 
—— 1] Sin 10 Ris / sin 10 dy. 
ἐπ lo nr /0 


L'appareil calcule Jes intégrales du deuxième 
membre. Ban est donné par une formule analogue. 
L’analyseur Coradi auquel ont collabré Scrane ct 
HLEenRict est fndé sur ce principe (fig. 27). Les roulettes 
intégrantes sont actionnées par des sphères dépolies 
(HELLE-SHAW). Les modèles récents à cinq sphères 
intégrantes calculent cinq coeflicients de Fourier à 
chaque contournement et peuvent donner les 150 pre- 


miers harmoniques. 


ΩΝ ΕΣ ΄ 
rs ν΄. RER 
NS Try DL a Ω 
et PT -- 
Τα 
. Q 
δ 
G 
‘© 
De 
δὲ 
ὌΝ 
ὄνον & 
ἫΝ Ὁ 
«Ὁ 
SSD 
© y 
ΕΣ 
"ἢ. 


harmonique. 


. — Analvseur 
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80 Intégraphes. — Le type le plus simple : l’inté- 
graphe de Boys a été décrit aux n% 55 οἱ 56 du Calcul 
Intégrat. La figure 20 du même livre représente 
l’intégraphe Abdank-Coradi de type ancien dont 
nous allons faire la théorie. Les troïs roues KR obligent 
le chariot à se déplacer parallèlement à un axe OX”. 
Deux chariots (fig. 28) se déplacent sur les grands côtés. 


Le premier porte untraçoir T qui suivra la courbe donnée 


k 


Fig, 28 — Schéma de Pintégraphe Alhdank-Coradi. 


et une pointe engagés Gans la fente d’une règle D. Cette 
fente passe aussi par le point O fixe sur la traverse 
médianc. La règle porte un parallélogramme articulé qui 
oriente la roulette L parailèlement à elle. Le deuxième 
chariot porte la roulette L et le tire ligne traçant la 
courbe intégrale. La roulette est dors parallèle à OT. 
Mais l’angle ἃ =X'OCÙ ἃ une tangente proportionnelle à 
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l’ordonnée de T. Avec une échelle convenable nous 
aurons tg α == y. La roulette est coupante, on démontre 
qu'elle cest tangente à la trace laissée sur le papier 
par elle ou par le tire ligne. La courbe tracée par celui- 
ci représente donc une fonction admettant y pour 
dérivée : c’est une courbe intégrale de la courbe consi- 
dérée. 

Dans les modèles récents, le cadre est réduit à une 
barre, le parallélogramme articulé se trouve en dessous. 

49 Inlégrateurs composés. — Ils sont deslinés à 


intégrer les équations différentielles. CorIoLtIS ἃ 


construit un premier appareil peu précis. Lord 
KELVIN, PÉTRovIrGH, JAGOZ ont étudié des intégra- 
teurs de principes divers permettant la résolution 
de certaines équations différentielles. Ces appareils ont 


pris depuis quelques années un grand développement. 


REMARQUE. 1 n'existe pas de différentialeur 
mécanique pralique. En eflel un el appareil devrail 
suivre une courbe. Ce contournement est soumis à 
des erreurs qui influent peu sur l'aire intérieure donc 
sur lPintégrale mais faussenL complètement la déler- 
mination de fa langente donc de la dérivée, Ceci 
explique le peu de précision de tous les appareils 
basés sur le calcul de dérivées ou la mesure de vitesses ; 
citons un appareil déterminant la vilesse d’un avion 


par la rotation des volants de pointage d’un télémètre 
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qui suit l'avion : Ja moindre irrégularité dans Île 
mouvement des pointeurs fausse complètement Île 


calcul. 


69. Utilisation actuelle de l'intégration mécanique. 


Quelles sont les applications des divers types d’in- 
tégrateurs que nous venons d'étudier ? Les planimètres 
polaire ou linéaires peuvenL effectuer toutes quadra- 
Lures οἱ Loutes mesures d’aires depuis les mesures 
précises sur cadaslre jusqu'aux évaluations des aires 
de peaux el de cuirs À chaque usage est adaplé 
1) instrument. Le planimètre linéaire est adapté 
aux mesures sur diagrammes d'appareils enregistreurs : 
compteurs d’eau, d'électricité, de vapeur, appareils de 
Watt, hystérésimètres, etc, aux déterminations 
de moyennes (42 leçon). Le planimètre roulant à 
disque est réservé aux mesures de précision. Les 
intégraleurs mulliples servent à toutes les mesures 
de moment statique, de moment d’incrlie, calculs 
de centre de gravité, de centre de poussée, etc... que 
Pon a à faire constamment dans les bureaux indus- 
tricls, chantiers navals, usines d’avialion, etc... Les 
analyseurs harmoniques encore trop coûteux pour 
être très répandus font les calculs de coefficients de 
Fourier si pénibles et si longs par d’autres méthodes. 
Ils sont à utiliser dans létude de tous phénomènes 


ériodiques : acoustique, électricilé, TSF, élude 
Ϊ 
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des vibrations, etc... Le champ d'application de ces 
appareils est donc immense, aussi avons-nous réservé 
à cette étude un chapitre important. On aurait une 
idée fausse des applications du calcul intégral en 


\ 


donnant à l'intégration formelle une importance 
trop grande. Essentielle au point de vue théorique, 
elle n’est en pratique utilisée que dans peu de cas. 
L'intégration graphique et l’intégration mécanique 
donnent des résultats rapides, suffisamment précis 
el SOnE Loujours applicables quelle que soil la fonction 


à intégrer. 


69 bis. Les machines mathématiques modernes. 

Dès 1925, un premier analvseur différentiel, capable de 
résoudre des systèmes d'équations différentictles ou des équa- 
lions aux dérivées parlielles avec une précision de l’ordre 


du EMA , ful construit par 16 professeur américain V. Busx. 
1.000 

Ces machines qui sont constituées par un assemblage très 
ingénieux d’intégrateurs de KELvIN ont pris depuis cette date 
un développement assez considérable et rendent d'apprécia- 
bles services dans de nombreuses branches de la science appli- 
quéc. 

Mais les nouvelles machines mathématiques, électromagné- 
Liques ou électroniques, dont fes prototypes : Mark [ d'AIXEN 
(1942) οἱ EnrAc (1944) ont été construils aux Flats-Unis en 
vue de leurs applications militaires, semblent devoir joucr 
un rôle encore beaucoup plus important, que ce soit dans le 
domaine des applications pratiques on dans le champ de 
diverses sciences théoriques. Leur puissance et leur rapidité 
sont récilement surprenantes οἱ de nombreux progrès scien- 
Lifiques sont à altendre de leur perfectionnement. 


HUITIËÈME LEÇON 


EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE 


1. GÉNÉRALITÉS. 


Une équation différentielle d'ordre n est une relation 
entre les valeurs d’une variable, d’une fonction 
inconnue de cette variable el des dérivées de celle 
fonction jusqu’à lPordre n. Nous étudicrons spéciale- 
ment les équations du premier et du deuxième ordre ; 
elles s’introduisent en mécanique dans Pétude du 
mouvement d'un point matériel, en mathématiques 
dans la recherche des courbes dont ja tangente, le 
rayon de courbure salisfont à cerlaines conditions 
données, ele... On les rencontre également dans de 
nombreuses questions de physique théorique ! ou 


appliquée. 


70. Solutions d’une équation différentielle. 


Nous dirons que y τὸ g (x) est une indlégrale ou 
solution particulière d’une équation différentielle si, 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 125 


en remplaçant y par g (x), y’ par σ΄ (α)..., l’équation 
devient une identité en x. 
Ex, : Soit : μ΄ + y = 0, 
4 (x) sin at st une intégrale car : 
y" (x) = ἃ COS. ax 
At) (LPS τ πὰ 


[2] Ι 


ν + y dé SI QE + αϑ sin av ΞΞ 0, 


Résoudre où tnlégrer Une équation différenticlle 
c'est chercher Eoules ses solutions où tout au moins 
réduire celle recherche à des quadralures. La plupart 
des intégrales particulières peuvent se grouper en 
une seule expression renfermant des constantes 
arbitraires : l'intégrale générale. On appelle intégrales 
singulières 1es solutions qui n’entrent pas dans l’in- 
Légrale générale. 

EXEMPLES. — [0 μ΄ — f (x) cst l'équation différen- 
lielle Ja plus simple. Soit F (x) une primitive particu- 
lière de / (x). Les deux fonctions y el E (4) admettant 


méme dérivée, ne diffèrent que d’une constante 
y E (&) + C. 


On démontre d'une façon générale que : 

Une équalion du premier ordre admet une intégrale 
générale qui dépend dune constante arbitraire el qui 
est représentée géométriquement par une famille de 


courbes intégrales à un paramètre, En se donnant Ja 


Valeur de y correspondant à æ = Ὁ (valeur initiale) on 
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détermine la constante (ἃ et on choisit ainsi une 
intégrale particulière. 

20 L’équation du deuxième ordre y” + &@ y —= 0 
admet l'intégrale générale. 


τ Οι 5 αὰ - (ἃ, 005 ἀχ. 
Les intégrales particulières sin ax ct cos 4x corres- 
pondent respectivement à 


(ὦ ἢ Ὁ, CEA) εἱ (ὦ, ὦ 1, ὦ, -Ξ 0). 


REMARQUE. — L'intégrale générale d’une équation 
du premier ordre est représentée par une famille 
de courbes à un paramètre. Réciproquement, on 
démontre qu’une famille de courbes à un paramètre À 
d’équation f (x, y, Δ) = Ὁ peut être considérée comme 
intégrale générale d’une équation du premier ordre. 

EXEMPLE : 

Etudions ies cercles (C) coupant l'axe des y aux 
points d’ordonnées -- a, + a : faisceau du premier 
genre (fig. 29). 

L’équation des cercles du plan est 


(α — à} + (y — vu} = R° (1) 


es ordonnées des intersections avec OY sont don- 


nées par lPéquation (1) où l’on fait æ -- 0. 
ἡ νος Σ (HU) SEE 
ou’ (y — uv)? = RE =% 


y =p + VER» 
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Ces ordonnées sont + a, donc 
μ τε 
R? — À = "ὦ 
ou R° = À + «à. 

L'équation des cercles (C) est (æ— À)? + y? = 2 + «À. 

Développons : 

x? 2x EL + y JE a = |) 
Réduisons : ; 
f (α, y, À) = x? + y? — 214 — τα = 0 (2 


l'ig., 29, — faisceau de cercles sécants. 


Le long d’une courbe (C), À est constant, la différen- 


tielle totale s’écrit donc : 


2 οἱ 
/ dx + 138 dy = ἢ 
ΔΩ: ὉΜ 
soit 16] : DUT À) dx + 2 y dy [} 
x dx + y dy qe 
x ———————————— JE + Σ 
( dx τ ὃ 


Remplaçons > par sa valeur dans l'équation (2). 
Nous obtenons l’équation différentielle des cercles C 


RUE LP τ (3) 
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71. intcrprétation géométrique de 1 intégration. 


Soit unc équation du 1° crdre renfermant y’ au 
1er degrc. 


A, ΒΝ ge 0: (1) 


Considérons un point variable M x, y), l'équation (1) 
c'étermine en ce point une valeur de y’, Gone précise 
‘en chaque point une Girection D : elle Géfivit un 
champ de directions. Si une courbe 
1 ἘΠ intégrale (ὦ passe en M, la 
valcur de y’ fixe la direction de 
sa tangente : (C) sera langente 


à da droile D. L'ensemble 


(M, D) : peint, tangente est 
Fig. 30. — Courbe appelé élément de contact (fig. 30). 
intégrale οἱ  clé- 

ments de conlacl Le problème de Pin!'égralion 

peul s’énoncer : 

Soit une Girection D altachée à iout point M au 
plan el variant avec ce poiut, trouver les courbes 
aui cn chacun Ge leurs points M seront langentes äux 
aircclions D. En associant à chaque point M de l’es- 
pace un veciceur ἊΣ nous déliuissons un chump de 
vecleurs. Les lignes de force du champ on courbes 
Langenties en chaque point M au vecicur attaché sont 


donc suluticns d’une équalion GifHérenticke. Soient, 


À = f (y); Y = y ὦ y) 
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les prajecuoms du vecteur V. Sa pente cest 
9 (x, y) 
ἡ 

Le long d’une ligne de force (C) : mm = y’. 
L'équalion différentieHce des courbes (C) est donc 


= Φ (x, y). 


{ 


y — ® (x, y). 


72. Spectres magnétiques. 


Un speclre magnétique est une image approchée 
d’une famille de courbes intégrales. Saupoudrons 
régulièrement une feuille de papicr de fine limailtle 
de ier. Sous celte feuille, plaçons un cerlain nombre 
d’ainantis. En chaque point, leurs eflels se composent 
el créent un champ magnétique caractérisé par sa 
direction et son intensité (vecteur Il). On sait qu’une 
aiguille magnélique placée dans un champ:uniforme 
s’oriente parallèlement au champ. Or chaque petit 
brin de limaille placé dans le champ ΤΙ devicnt un 
petil aimant et I peut êlre considéré comme uniforme 
dans un pelil espace : le brin s’oriente donc suivant 
le vecteur H. Si la répartilion esL assez régulière, l'œil 
verra à la suile les brins voisins qui paraîtront donner 
uife ligne, image approchéc d’une ligne de force. 
Nous vérifierons ainsi empiriquement qu’en chaque 
poiut du plan, saul cxceplious, passe une courbe 
intégrale de l’équalion μ΄ = φία, y) el uue seule. 
Si nous savions réaliser à volonté un champ magné- 
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tique correspondant à une cquaiion donnée du 
1er ordre nous saurions résoudre expérimentalement 


σοῖο équation. 


78. Intégration graphique. 

L'intégration graphique donne une solution ana- 
loue de réahsation plus simple. Soit léquation diflé- 
rentielle : y = © (&,.u). (1) 

À l’aide d’un crayon fin, construisons en chaque 
point un petit segment parallèle à la dircclion définie 
en ce point. Opérons ainsi en chaque sommel d’un 


quadrillage serré. La ligne brisée formée par une 


ἫΝ 
courbes 
7 jntégrales 


#1 X 
Fig 31 — Courbes intégrales et isociines 


série de Laits successils donne une age d'autant 
plus approchée de la courbe intégrale que te quadrillage 
est- plus serré, Si l'équation différentielle délinil en 
chaque poiut plusieurs valeurs de y’, nous ne pouvons 
opérer ainsi que ans les intervalles où fes diverses 


déicrminations peuvent ère séparées sans ambiguilé. 


ÉQUAONS DIFFÉRENFIELLES 131 


Peur tracer pius commouément les éléments de 

contact, on utäise les isoclines ou courbes en Lous les 

poiuds desquekes la langente à [ἃ courbe intégrale 

a une direction donnée. Leur équation esl @ (x, y) = &. 

On les définil οὐ iraçant par ua point des parallèles 
ἡ Intégrale sinaqulière 


# Asymplotce des courbes 
intégrales. 


x / / 
Ἐπ el 
1 

᾿ Courbes 


inlegrales 
(1 Eforme) 


Course sndégrale 


{25 ἐπι) 


Polyq otfe 
d'éléments 
96 confacts 


οι de 


2 ; 1: 19 2 2: contact 


Pente des sl de EN LES ECS 


Fig. 32 — Exemple d'intégration graphique. 


aux direclions considérées et en notant d’un même 
indice l’isocline et la direction quise correspondent (fig. 
31). Le tracé des éléments de contact est alors rapide. 


Où raccordera deux éléments correspondant à ceux 
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isoclines voisines à peu près au milieu de l’intervale 
des tsoclines. On obiienüra ainsi des lignes polygo- 
nales dans lesquelles on inscrira des courbes, images 
approchées des lignes intégrales (figure 52). On peut 
tirer de l’étude des isoclincs beaucoup de renseigne- 
ments précicux sur la famille des courbes intégrales. 
En associant les autres résullals fournis par linicyra- 
lion qualitative on peut faire ainsi une élude tres 
complèle des courbes, Nous ne développcrons pas 
plus avant ce point de vue si fécond. 

LXLMPLE : 

Soit l'équation différenticlle : μ΄ = y — 2x. 

Les isoclines . y — 2x τὸ Καὶ sonLl parallèles à la 
droiic D':y = 2x. Les courbes intégrales se déduisent 
l’une de l’autre par lrauslalion parallèle à D. Elles 
soni de deux formes, La première forme correspond 
à C > 0, la deuxième forme à ἃ < 0 (fig. 32, p. 131). 


Nous verrens que leur équalion est y τὸ Ce + 2x + 2. 


74. Diverses conceptions possibles du problème de 
l'intégration. 
L'éluuc d’une équation dificrentiee peut se faire 
à différents points de vue, le choix entre eux élant 
Souvenl hnposé par La nalure même de l’équalion, 
19 On sail ramener l’intégralion de quelques types 
simples à des quadralures par des méthodes diles 


u’indégralion formelle. Beaucoup d’équations rencon- 


re δὰ ἐμᾶς... 
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trées dans les applicatiens sont de ces Lypes, mais icur 
simplicité tient souvent à ce qu’elles ne donnent des 
phénomènes qu’une image approchée. En physique, 
une fonction est souvent remplacée par une fonction 
plus simple. Tincaire par exemple, obtenue en faisant 
des approximations compatibles avec la précision que 
lon s'impose. Nous rencontrerons dans l’étude du 
pendule un cxemple de telle simplification. 

2° Maïs il est des équations de lype simple que 
l’on ne sait pas intégrer (ex. : équations de Riccati). 
d'autre part la précision croissante des mesures impose 
l'étude d'équations différentielles compliquées et 
non intégrables. Le mathématicien cessaic alors de 
discerner les propriétés des courbes intégrales sans 
connaître leur équation. I fait l’étude de la croissance 
de la fonction. des branches de courbes, &es poin(s 
de croisement (nœuds), de la concavité. Cette intégra- 
fion qualilative a pris une importance considérable 
dans l’analyse contemporaine depuis des travaux 
célèbres de Henri Poincaré (5. 

39 Au point de vue pratique, dans les applications 
Où l'infécration n'est pas immédiate on opère par 
intégralion graphique. 

49 Enfin quelques types d'équations peuvent êlre 


(1) Henri Poincané, célèbre mathémalicien français 1854- 
1912). 
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résolus mécaniquement. Mais les appareils sont 
compliqués et ne peuvent résoudre chacun qu’un 
type bien défini d’équation : 115 sont peu utilisés. 
Citons un appareil qui permet ce déterminer la tra- 
jectoirc d’un prejectile lancé dans des conditions 
déterminées et de construire ainsi les abaques de 


tables de tir 


75. Méthode d'étude des équations différentielles. 


19 Avant d'intégrer une équalion différentieke, 
nous étudierons ta forme de léquation et ferons toutes 
les remarques géométriques que celle-ci nous suggcrera; 
nous pourrons en tirer des indications précieuses sur 
la famille des courbes intégrales. Si nous passons 
d’une courbe intégrale ἃ une autre par la smic 
variation d’un paramètre : longueur, angle, cle... 
l'imtégration sera cerlainement facilitée par un chan- 
sement de coordonnées faisant jouer un rôle essentiel 
à ce paramètre. Dans toute la théorie des équations 
différentielles, les (transformations géoméiriques jouent 
un rôle essenliel : Lranslalions, rotations, homothélics 
ou transformations de nature plus complexe (trans- 
formations de contacl). 

29 Nous verrons ensuite δὲ l’équalion clifférentielle 
se ramène à un type classique que nous savons intégrer. 
Si ce fait se produit, nous intégrerons, sinon nous 


rechercherons un changement de variables rattachant 
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l’équation à un type classique. Si cette recherehe n’a 
pas été facilitée par l'analyse réométrique ce n’est 
qu'une longue habitude qui la rendra plus aisée, 
Nous penserons en particutier à l’échangc des varia- 
bles, au passage cn coordonnées podaires. La notation 
différentieHe sera en général pius commode que l’écri- 
ture avec Aérivées. 

39 Si aucune de ces possibäités ne se révèle féconde, 
fl ne reste qu’à opérer une intégration quafitative 
et à construire appreoximativement des arcs de courbes 


intégrales par la méthode des isoctimes. 


2. TYPES GLASSIQUES D’INTÉGRATION. 


76. Equations à variables séparées. 
Une équalion du 1er ordre cst dite à variables sépa- 
rées si on peut la mettre sous la forme : 
Δ (y) dy = B (x) dx. 
f'intégration est immédiate 


JA ON du ΞΕ + CG = (ΒΩ de = G (ὦ) + Ce. 


L'intégrale générale s'écrit : F (y) — G (x) = CG, 
La donnée d’un point M (x. y) détermine GC. Par un 
point du plan passe une courbe intégrale unique. 
.Certaines formes d'équations se ranrènent directe- 


ment à ce type. 
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EXEMPLE . υὕ" Ξ = ΒΒ! δῶ AY) 


A (y) 
dx 


dy à ; 
EE Ξε" B (x) dx. 


Pour recomimbre ce Lype d’équalions à variables 


Divisons pal et inlégrons 


séparées, nous mettrons l'équation sous forme uitté- 
rentiehle οἱ grouperons les Lermes en dx el dy. Si à 
ce moment l’équaiion apparail sous la forme 

À (ὦ) B (y) d = ἃ (x) D (y) dy = 0 
ἢ sufira de diviser par B (y) C (x) pour obtenir : 


AUDE ae OR M, 
C@) By) Ÿ 


Equation à variables séparées. 
EXEMPLES : 1° ay — y = 0 


dy dx 
eu Fe -- 
y 1 
Lyl=Lix|+a-=L|Cxl| 
y = (x 
, 20 y +ylg x =0 
L'équabion peul s’écrire dy — — y Lg x dx 
dy sin 2 dx d cos x 
ὑ 0 De CUT αὐάξευς τ Ὄρος - 
ψ (Ὁ5 ἃ cos x 
Intégrons 


L'iyl = L]cos x| +a = L|C cos x] 
y = C cos x, 


æ 
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77. Généiussubon. 
Certaines équations différentielles peuvent s’écrire 
en égalant à 0 Ha Hfférenticlle totale d’une fonciion 
V (x, y). (Le type précédent en cest un cas parliculier). 


DER ENS τας SR) 
ox FES ΘΟΕ Les 


L'intégrale générale s'écrit immédialement  : 


V (x, y) = C. 
La condition pour que Adx + B dy soit une diffé- 
an do À 988 
reniielle totale 5 ὁ"; ----- -- ——; Pour continuer 
1 JE 


le calcul différentiel (n° 95). Nous saurons donc recon- 
naître ces cas d’intégralion immédiate. 

Exemple : αὐ + y = Ù 
ou x dy + y dx = 0. 

Le 1° membre élant la différenticlk totale de xy, 
Pintégralc générale est ἂρ τὸ C. 


78. Facteur intégrant. 


D’autres dificrentielles peuvent être ramenées 
simplement à la forme précédente. 


Soit xy — y — 3 


Divisons par αὐ + κω, 


L 2 Monet ΠΕ ΗΡΣΙ ας ædy— ydx dx 
a + y Deus LOEVIMENTAANUIE 
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α dy — y'dx 


Ceei peut s’écrire ----- = —, 


x 
Le 19° membre cest la diflérenlielle de Arc !g ἢ 


l'intégrale générale s’écril 


Arc lg 2 ΕΝ C 
PONT ri 
ν᾽ = c) 
ou RL + 7: 
Le facteur τς της - qui, CN multiphantle 1 θ᾽ membre, 


os 
le transforme en différenticke tolale est appelé facteur 
intégrant. La recherche de ces facteurs inlégrants 
est en général difficile, aussi n’uliliserons-nous que 


ceux qui apparaîtront au premier examen, 


79. Equations incomplètes. 


L’équation ψ' =/f(y) ne renferme pas x explicitement, 


Elle est à variables séparées 


AU PEAR Νὴ dy 
OS ὩΣ δ: “τα 


L’équalion plus générale / (y, y) = 0 se résout par- 
Îois par une mélhode plus savante. Supposons que 
y et y’ représentent les coordonnées d’un point, 
1, y") τ 0, sera lPéqualion d’une courbe CG, 
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Si nous connaissons ἰὼ représentation paramclrique 


6 y = σ(ὴ 
Ci =h( 
( A2 D 
(dy =h (Dax 


; q' (0 dt 
d’ ὴ CT --- ———— 
? ie h (ἢ 


_ Sa at ς 
ἘΦ: RO = (CE à M EN 0° 


Les équations maramélriques des courbes intégrales 


Nous déduisons 


(rx Ξε καὶ (ἢ + € 
(y = 96 


Dans un problème de nalure géemétrique, la repré- 


sont 


sentation paraméirique est souvent suggérée par! 
l'énoncé. Des méthodes analogues s’appiiquent aux; 
équalions des formes f (Ὁ, y) = 0 

et y ΞΕ Τα ++ by + ἢ: 


80. Equations homogènes. 


Une équation différentielle 4u premier ordre est 
homogène si ὦ et y figurent ἀπο façon homogène 
(c’est-à-dire au même degré global n) dans tous les 
termes. On reconnaîtra de telles équations soil direc- 
tement, soit au fait que la valkcur de y’ ne change 
pas par substitulion de Κα οἵ ky à x ct y. (Fous les 
termes sont mullipliés par ΚΗ). 
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5 εἰ Ε τς | à: réc ἷ 
Si CS conslant ou si y = ax, y' sera constant : les ὐέθωςς το 


- 


isoclines sont les dreïtes passant par l’origine y = ax. 24 a" 2 dx 
Par rapport au centre Ὁ, 1+21 x 
bc LCA ὔ ἊΝ ν 
l'homothétique d’un δὶό Pol γερὴ τὸ SÉl2l Laos Ξ] 
mont de contact intégral cst d 
aussi intégral (fig. 33). Sr 
T° 


Stl’on cen#eît une courbe 
intégrale, on en déduira 


Remplaçons f par TL: 
une autre en madlipliant 


Fig. 99.22 piments de dans un rapport constant 
contact (équation homo- les distances de chaque 
see) peint à O (liomothétie cle 

cenlre O). Cette remarque suggère certains change- 

ments de variables : 


a + 2xey =C où y — 


Le changement de x οἵ y en — x οἱ — y conserve 
Péqualion. Les conrbes in- 
tégrales sont du 2ème degré 


4 1 
19 Changement de variabic μ8 BOULE" et admettent O pour 
à centre de symétrie, Ce sont 


40 9 4 1» si , ἢ γεν τὶ Fe : Ἑ 11 
29 Passage en coordonnées polaires où les homothéties les hyperbokes d’asymp- 


de centre O se réduiront au changement de r en kr. 


Fe 
᾽ totes x = θ οἱ ἡ" Ξ-Ὲὸ --σ 
EXEMPLES. --- 19 x + y + ay τῷ 0. 2 


_Posons y == x 
dy = tdx + x dl 4 
(x + fx) dx +- x (ἐ dx + x dt) = 0. 
x(i + 2t) dx + à αἱ = 0. 


Si x — 0 l’équation iniliale donne y = 0. 


formant deux familles cen- 


juguées engendrées cha- 


cune par homothélie de 
centre O d’une de leurs Fig. 34 —- Courbes 
ἄπονα 
courbes (fig. 34). Ἐν NES EE: 
Divisons par x supposé différent de ὁ 
(1 +21) dx + xdt æ 0, 


29 Soit (x + y) dx + (y — x) dy = 0 
Equation homogène du 1° degré. 
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Passons cn coorctonnmées polaires 
( x =rcos 0 
‘y = rsin 0 
( dx = dr cos Ὁ — r sin 0 40 
d’où ; - 
{ dy = dr sin @ + rcos 0 εἰ. 


L'équation devient 


r (cos Ὁ + sin 0) (ar cos 0 —-r sin 6 4θ) 
+ r (sin 0 — cos θ) (dr sin 0 + r ces θ 46) = 0. 
Sunplilions par r, gr'oupons les (enmes en dr οἱ αἀθ 
dr (cos? 9 + cos @ sin 0 + sin? 6 — ces 0 sin 0) 
—r &Q (sin θ cos @ -ἰ sin2@ — sin 0 cos θ + (058 8) — 0. 
Réduisons 


dr 
di r0 = 0 ES 
d’où L |rf = 0 + Gite 


fo (οὔ = + οἱθ — θο) 


Les deux rêles différents que l’on peut faire jouer ἢ 
‘la constante d'intégration meutrent que deux courbes 
intégrales peuvent sc dédire l’une de l’autre seit par 
une homolhétie de centre Ὁ, soit par une rotation 
| auteur de Θ. Ce sont des ‘'irales “legarithmiques 
lGéoineirie analylique (n° 1600. 


81, Equations linéaires du premier ordre. 


Ge sont des Cquations du 16: crdre, du 10r Ccgré en 


yet μ΄; x figurant par ailleurs d’unc façon quelconque, 
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On a l’habilude de les écrire sous la forme : 
y +P(x)y = Q() 
Q (x) est appelé second membre. 
1 Nous éludierens d’abord les équations sans 


. Zèm6 nembre. 


SOL : y + P&)y = 96 (di) 
Si y, est sokwion 
Ya + P @ y = 0. (2) 


Divisons membre à membre les équalions (1) οἱ (2). 


/ 
y y. ὧμ 
Re tr 
YU Ya y 
D'une solution particulière on déduil ainsi l’inté- 


ÿ Ξ daenc U _ (με. 


gralc générale. Les courbes intégrales sc déduiront 


Fig. 35. — Courbes y = Gear 


de lune d’entre elles par dilatation des ordonnées 
dans un rapport constant : affinité orthogonale à Ox. 
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Si aucune inlégrale n’est connue, remarquons que 
l’équation est à variables séparées 


2 » d 
y (x) ax. 
EXEMPLE y - a 
… A 
y aux 


L iy| = ax + ὃ 
y = Ce (fig. 35, p. 143). 


IT. Æluéiors maintenant les équations à 229e membre. 
10 y COS ὦ + y sin x = 1. 
Posons Vo = SX, Yo = COS ὦ. 


Porlons dans l’équalion. Elles devient l'identité 


COS? © “+ sin? αὶ = 1. 
y = Sin x ὁδὶ intégrale parciculière. Cette circons- 


tance va nous permellre de simplifier l'intégration, 


Si y, est solulion de l’équation : 
y + P(&)y = Q (x) (1) 
on ἃ: Vo + Ρ (ἡ) ὡς = Q (x). (2) 
Soustrayons membre à membre : 
ur εκ GE) 20: (3 


Or μ' -- ε΄ Cest la dériv(e de y — y Posons) 
y Je = του Y = Ye “+ 2. 
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L'équauon ὦ 5 com . 
+ P (x) 2. = 0 (4) 
équation sans 2ème membre associée à l’équation (1). 
Son intégrale générale est 2 = CZ. 
z, étant une sotution particulière 

d’où y = Yo + 2 = Yo + Cu. (5) 

L'intégrale genérule de l'équation avec 2ème membre 
s'oblient en ajoutant ἃ une unlégrulkæ particulière 
l’'untègrate générale de l'équation sans 2ème membre, 


Dans notre cxemple, l’équalion sans 206. membre 


CSL : 
U COST + ysin x = 0 
dy 
— = — lg xx. 
U 


Intégrons Ligl = L IC cos x| 
= COS 
L'intégrale générale de l’équalion complèle est 


(ACC OS ELLES INT: 


REMARQUE. — Une deuxième intégrale particulière 
y, de l’équation (1) est y, = yo + Ga. (6) 

L'intégrale générale esl y = y, + Ca. 

Egalons les valcurs de z, tirées des équations (5) 
ct (6) 


U = Yo = À (U1 — Yo) (2) 
avec Ye es Cie. ᾿ 
ἴω 


‘Taron. — Pour continuer le Calcul intégral. 10 
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ΓῚ 


Si une parallèle variable coupe les courbes C,, (ἢ 
C représentatives des fonctions 4,, y,, y en M,, M. M, 


l'égalité (7) peut s’écrire 
MM = ÀAM, M. 


Le point M divise M, M, dans un rapport conslarnu. 
On peut donc construire aisément une courbe inté- 
grale quelconque C con- 
naissant deux intégrales 
parliculières. Par appli- 
calion du théorème de 
Thalès on déduit que les 
COFAeS ΔΙ ΝΕ ATEN 
M N sont concourantes. 


les tangentes en M,, M,, 


M limites de ces cordes 
Fig. 36. — Courbes intégrales con! aussi concourantes. 
d'une équation linéaire du 
10r ordre. AUTRES EXEMPLES : 
197 +ylagz=1. 
L’équation sans deuxième membre a été étudiée 
précédemment : 
son intégrale générale est y = ( cos x. 
Ne connaissant pas d’intégrale particulière, nous 
allons employer une nouvelle méthode, la mélhode 


de la varialion de la constante due à LAGRANGE (9). 


(1) LAGRANGE, mathématicien français d'origine ilalienne, 


1736-1813. 
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cosæ est une solution parliculière de l'équation 
sans deuxième membre. Ecrivons la solulion générale 
de l’équation complète sous la forme y = C cos x 
où C est une quantité variable, fonction de x à déter- 


miner. 
y = ( cos x 


y! = (' cos x — C sin x. 
L’équation s’écrit : 


C’' cos x — C sin æ + GC cos 'igx Ξ 1 


ou 2 COS © = 1 
F dx 
dC = 
COS 


C TER ARS CRT (voir ou 
“1 MENT AN TARN ENEE ) 


x π 
ἡ ἢ 


20 U +u = TT (1; 


-H a | COS x 


L'équation sans deuxième membre s'écrit 
dy 
ἘΝ 
Son intégrale est TRS TE 


= — dx 


D’après la méthode précédente : y‘ = C'ez — Ce—z 
d’où C'ez = pts Cf -- 1, 

Intégrons (ὑπ αὶ ἘΠ Κι: y =°xe ts + kerx 

Des renseignements utiles peuvent être fournis 
par l'étude directe de l’équalion différentielle. 


Dérivons l’équation (1) : y" +y = — er (2) 


= 
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Le lieu des points d’inflexion s’abtien£ en faisant 
y" = 0, 

L'équalion (2) devient y = — ea, 

Substituons dans l’équation (1) : 


y = 2077 cst l’équation du lieu cherché. 


82. Equations de Bernoulli (1). 

Cerlaines équalions se ramèénent directement à 
des équations linéaires, 

EXEMPLE : ὙΠ +y = BL. (1) 


Divisons par 1? 


au! 1 
Στ +- — = L “A 
1] 1} 
1 (7 A 
POosons Lite TR τὰν 
y 1] 


L’équation devient 
— 7x +z—=Lzx (2) : équation linéaire. 


L’équation sans deuxième membre s'écrit : 


Sa solution est z — Cx. 


Posons πὰ, CEE 


(1) BerNouras, illustre famiile de mathématiciens suisses 
des xvu® et xvrre sièoles. 


LT 
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L'équation (2) devient après réduction 


— C'e = Lzr 


Lx L zx 
ou C' = — uns!" Gris } rs “a: ἃ 
+ a Ὁ 
Intégrons par parties 
[ dx 
SO D AM ie TE à 
1 
du = — ; D = — 
Τη 
Lx La “δ :: ΠΕ 
ἐπε} - ΕΣ re E - ΕἾ — = ΓΙ ΕΞ 
Η Κων «. LT” ï 


8 τό — = te] + Lz + ar 


D'une façon générale, soit une équalion de la forme : 
j + Ὰ (ὦ y = 8 (x) y1 


dite équation de Bernoul ἢ, 


Le JAMES A (+) : 
Divisons par 1; le. PTE = [5 (x) 
y 
OO TRE Er OS NE OL EE Se 
pl μ 


L'equalion devient linéaire 


es σ΄ + Az = Β. 


CZ Equations do Hiccati (?). 


Elles sont de la fotine y! = À (x) y + B (αν. ὃ (x), 


(1) Riccari, tathnñmaticien italien (1676-1754) 
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Dans le cas général on ne sail pas les intégrer. 
Si Pon connaît une intégrale particulière y,, le change- 
ment de variables y = y, + z les ramène à dés éqtta- 
tions linéaires intégrables. Ces équations se rencon- 
trent en particulier dans certaines questions de 


Séométrie infinitésimale. 


84. Equations de Lagrange. 


æ 


Ce dernier Lype d'équations du premier ordre est 
linéafre en x οἵ y. 
A G@g}z +B(y)y + GG) = 0. 
ou D = za (y) Nb (HP): 


Les isochnes sont tes droites : y = x a(k) + b (k). 


Soit à résoudre : 


TX + y] —=E 4 γε ἜἾ,.,5. (Ε ΞΞΞ ἢ. 


Nous utibscrons un nouveau procédé : dérivation 


avec changement de variable. 


du 
dx 


Ci ue — 


Posons y = D; dy = par. 


L’équation devient : 


T+py —<Ea Vi + D ON PE V1 + pi — «. (2) 


€ « 
Différentions : dx +-ydp + pdy — — ΞΞΞ. 
ΔΉ ΡΣ 


dp=0 ( 
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Remplaçons y et dy en fonclion de x, dx, p, dp. 


J n° ; E «a 
dx + (εν τς ᾿ dp.+ p°dx — —; LE qp=0 


Ρ Ρ ν1-ἘῚΡ 
ea d Tv 
où de + p} + ------- —<dp=0 (4 
D \/ + p° ἰ 
dx 
Equation linéaire en x et ὭΣ : 


La présence de p et de ν 1 + μ5 nous suggère Île 
changement de variable suivant : 


ρ-ὶρφ «ε᾿οὰ e V1 + pi Le Vit+ti#o pe SM 


cos P 
#1 ΄ 
dp τι: ‘Es 
cos“ o 
L'équation devient . 
dx ε΄ α COS @ -: ] ἀφ ὰ 
cos” p | {g @ go: lcosop r 
Multiplions par cos? o : 
x do COS p 
ΣΙΝ nn τ y Le = 0. (5) 
ig p SIN ᾧ 


' tes d dx 

Cette équalion ditlérenticile en TS est linéaire. 

P 
Li 


L'équalion sans deuxiëme membre est 
-- =" d'où καὶ -- Csin D. 
ῳ 


dx = dCsin ® + C cos ᾧ dœ. 


Remplaçons dans léqualion (5). 


ur ως, COs* Ὁ 
IS SIN πο: LEO EEE 
Sin ᾧ 

UC mm — €" a colg# ΡΣ “oo. 
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ce 


Or ἃ cotg φ = — sin 


= — (1 + cotg? p) do. 


Donc: — cotg*o do = do + d cotg φ. 
Cæe' af — Colgéo dp = εἴ α [Φ + cotg p] + b 
x = Csino = εἴα fo sin p + cos op] + ὁ sin p 


RUE PP 
n 


ἢ ΞΞ .- 
2 
_æa  e’alpsin® Ὁ cosæ] + bsinp 
cos o {gp Lg o 


g = €" a {sin ® — ᾧ cos ®] — ὃ cos φ. 
Les équalions paramétlriques d’une courbe inté- 
grale sont 
x τε ε'α (09φ + [εἰ ao + bjsin φ 
= a" cos p + [α'ῳ - ὁ] cos [ᾧ -- us 
j 2 avec 
c'asinp — [e'ap + b] cos Ὁ d'=e'a 


= a'sin@ + [α΄ φ + 0] 511 ( ἮΝ 5) 


l 


Le point courant P d’une courbe intégrale se cons- 
γα aisément . 

Le point (a! cos φ, a! sin o) cest le point courant du 
cercle (O, a). 

Pour α΄ --α: (ε΄ = + 1) le rayon fait l’angle ® avec 
Ox. la tangente dans le gens des arcs décroissants 


π 
fait l’angle (φ + 3) avec Ox, P s’obtlent en portant 
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la longueur uw --- ὃ sur fa latigente en M. Or ao cest 


- Ja longueur de l’arc de cercle. Les courbes intégrales (C) 


sont donc les développatites du cctele (O, a) (fig. 37) 


Fig, 37 — Développantes de cercle 


Pour αὐ = — a on obtient {es développantes sÿmé- 
triques par rapport aux différents diamètres. 

REMARQUE. — Celle résolution est un excellent 
exercice de calcul, mais des remarques géométriques 
peuvent l’abréger. 


mes 


. . ' 
Les isocfines sont : x + py = eGVi -Ἐ p° 


ὑπ pa 3 


ου y = £a pere 
D P 

: ; , 1 
Celle qui passe par le point (ὦ, y) a pour pente — ri 


tandis que la courbe intégrale GC a pour pente p. 
La tangente ἡ l’isocline est donc noriuale à (ὦ), 


L'enveloppe (E) des isoclines est la développée des 
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courbes (Ὁ : ces courbes sont les développanies 
de (E). 
Or, dans le cas particulier étudié, ka distance de O aux 


u Vi ἐδ De 


adroiles ἃ + py = Eu V 1 a+ pè οδί NIET = d. 
1 + ρ΄ 


L’enveloppe des isoclines est donc le cercle (O, a). 
Les courbes intégrales sont les développantes de 
ce cercle, 

Cas particulier : EQUATIONS DE CLAIRAUT (Ὁ). 

Leur [orme est y + xy° =  (υ}. 

Posons Μ΄ = p. Dificrenlions οἱ réduisons. 

(#-(p) — x) | dp = 0 F 

19 dp = 0; p — cte. Les isoclines (C) sont courbes 
intégrales. 

x = f' (p) 

29 TEA τεῦ. τὰς: , 

y = {(p)—p { (p). 

On vérifie que celle intégrale singulière es! enve- 
loppe des courbès intégrales (C). 

D'une façon générale Loule enveloppe E de courbes 
intégrales d’une équation, différentielle du premier 
ordre est intégrale singulière. En eflel ses éléments 
de contacl appartiennent aux courbes (C) donc satlis- 


font à l’équation différentielle. 


(1) CLainaur, mathématicien français, 1713-1765. 
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895. Conclusion. , 
Nous avons irailé des exemples correspondant aux 
cas simples d’inlégrabililé, Leur connaissance allège 


les inlégralions car beaucoup d’autres Lypes se ralmé- 


nent à ceux-ci. En même (emps nous avons éludié 


ἰὸς. procédés les plus divers d’intégration. Nous avons 
pu ainsi constater ἐς rôle essentiel dévolu dans l'inté- 
gration des équations différentielles du 197 ordre, soil 
aux changements de variable, soit aux transforma- 
lions géométriques. Mais le nombre assez élevé de 
Lypcs étudiés ne doit pas nous faire oubher que la 
plupart des équations différentielles ne peuvent être 
intégrées de façon formehHe. Seules les méthodes d’inté- 
gration qualilalive, plus puissantes, permettent, sans 
résouclre ces équaiions, d’éludier Palkure de leurs 


solutions. 


NEUVIÈME LEÇON 


APPLICATIONS DES ÉQUATIONS 
DU PREMIER ORDRE 


86. Exemples géométriques. 

19 Tracer tes courbes C telles que, T étant l'intersection 
de la tangerite en M avec Ox. P la projection de M sur 
OX, on ait PT = cle (fig. 38). 

D'après la flture 38 


PU =y=TPiga—="TfTPy d'où PT = — ne 


T P N 


Fig. 38. 


LA ΓῚ - ΄ , . 1] 
L’équation différentielle s’écrit: — ve = 4 


dt} dr 
ou re ne ποι 
7 ( 
r τὰ (1 — Lo) 


D'où : y mm Ce "ὦ : Καὶ 7 
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Les courbes intégrales sent des expouenticHes déri- 
vaut l’une de l’autre soit par multiplication des 
ordonnées dans un rapport constant (affinité ortho- 
gonale à Ox) soit par iranslalion parallèle à Ox. 

PT est appelée sous-Langente de C en M, MT tan- 
gente, N étant le pietl de I normale, PN est la sous- 
normale, MN la normailc. 


Dans le triangle rectangle MTP : 


DTA LS TONER EUR LR BAC TES | ἢ 2 
MT = V PM? + PTE — ΔῈ τῆ: 


Dans le triangle rectangie TALN : 
PT. ΡΝ = — PM? = — y 


_ - jp 


donc ΟΝ = 


æ 72 
ΕΣ + yy 


TH 
MN = V ΡΝ: | PM! — νυ: -ἰ ] Στ. 


On vérifie aisément que les cercles centrés sur Ox 


sont des courhes à normale constante, 
20 Abaisser de P la perpendiculaire PH sur ta tan- 
gente MT, Chercher les courbes telles que PH = à. 
PIT = yces a = a 


Puisque Lg & = y' 


=lt+tligast + ἘΠ 


{ 1 
D'où ΚΙΔᾺ 


ὃ. 
= = = | +- | ae 
«a COS & 
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1 À 
L'équalion à résoudre est: Ἃ =] ΠΣ Δι 
Posons : y τ sh (1) 


RE A μαρυ δῇ 
μ᾿ = 1 + σηδῳ -οὸ ch 
le the (2) 


Des égalités (1) et (2) on tire : 


|| dy = sho dx | 
| | d’où dx — ea ἀφ 
ΙΙ dy = easho ἐφ | | 
ἃ —— Lo 
ἜΑ at 
LT --- Lo ) (Z — Lo) : 
mea ht °C posa cad 
€ ad 


chaîneiles d'axes parallèles à Oy. () 


Les courbes dériveul L'une de l’autre paf translation . 


paralèle à Ox. D'après l'énoncé 1) étail évident qu’une 
telle Translation couservait la propriébé; ce fait s’est 
traduit dans l'équation différentielle par Fabsenec 


de x. 


(1) En conservant le paramètre α on [rouve une représcn- 
talion paramétrique des ch'inelles 


‘ point de la région con- 
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87 Problèmes plans de trajectoires orthogonales. 

Soit une famille de courbes (0) telle qu’en tou: 
point d’une certaine région du plan passe une courbe 
et une seule. Elles déterminent un champ d’éléments 


de contact. En chaque \ 


sidérons les éléments \ droil 


de contact perpendi-  C’ 


# 

culaires aux précédents. F 

. U 2 
Les lignes de force (F) 

C 
de ce champ de direc- 3 
tions ou trajectoires or- RAP PERTE 
thogonales des courbes 
᾿ ι ἦν Fig. 39, — Trajccloires 

(EC) sont délerminées orthogonales 


par leurs éléments Ge 
contact (fig. 39). Elles sont lignes intégrales d’une 
équation du premier ordre, du premier degré en η΄. 
Soit y = ] (X, οὐ (1) 
léqualion des courbes (C), a variant d’une courbe à 
Paulre. 
En chaque point la pente est : 
me τ = = χ EG à à (2) 
En élimisant a entre les équations (1) ct (2) on 


obtient l’équation différentielle : 


Atent 
It = re Et y). 
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Maïs le faisceau orthogonal esl défini ο chaque 


point par : : 
— 1 nt SOS 
dit mo. + (τι ἢ} 
Son équation différentielle est FE (x, y) = -- TES 


Pour oblenir l’équalion différentielle des trajecloires 


orthogonales, il suffit de remplacer dans l’équalion 
1 
différentielle des courbes γ΄ par — ΤΣ 
EXEMPLES : 10κχ = ἀπ δ (Κ constant) 
Ϊ 
paraboles de ΡΣ ΘΗ Το DTA d’axe parallèle à Ox. 
A ἷκ 


Le long d’une courbe (ὦ, b est consiant, 
dx = 2ky dy. 

L’équalion différentielle des courbes (€) est 
1 = 2kyy". 


L'équalion du faiscoau orthogonal est 


2Ky 
VER 
dy 
2e 
l 
L 2 = --2ke; y Ge-2k 


1 


---.--..-. 


Les courbes 1 sont à sous-tangenLe constante : = π 
(n° 86). Or la tangente à l'est normale ἃ (C). Les sous- 


normales des paraboles(C)sont doncconstantes οἱ Égaics 


Ἵ 
au paramelre ----- | 
! 2 K ' 
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ItEMARQUE. — Gun démontre de même que jies 
courbes à tangerHe constanic (Lractrices) sont les trajec- 
toires orthogonales de cercles de rayon a centrés sur Οἱ, 

2° Bæempie élémentaire. — Soit une famille d’ellipses 
de foyers lixes À et 3. La donnée d’un point quel- 
conque M du plan permet d'écrire : MA + MB = 2 a, 
donc détermine l’eltipse. Par M passe une ellipse (€) 
ei unc seule, sa tangente D’ est bissecitrice extérieure 
de l’angle AMB. Les trajectoires orthogonales sont 


Fig, 40. — Coniques homofocales. 


donc langenies en chaque point à la bissectrice inté- 
ricure D. Or l’hyperbole de foyers À et B passant 
Par M est tangente à D : les trajectoires orthogonales 
sont les hyperboles de foyers Δ οἱ B (fig. 40). Analy- 


TATOX. — Pour continuer Je Caleu] intégral, 11 
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liquement on vérifie qu'une même équalion de la 
La μ" ι : 
—— he 1 = 0 (kélant un paramètre) 
a + kK b + k 
représente à la icis ces deux familles qui ferment un 


forme 


faisccau de coniques homofocales. Les faisceaux 
conjugués de cercles sont un auire exemple de {ra- 
jecicires orihogonales. Des cercles concentriques 


el leur Giamèëires communs en sont un cas particulier. 


88. Agplisation à la géométrie cotée. 


En géométrie cotéc, un point de l'espace est repré- 
sente par sa projection cotée, sa cote étant son altitude 


au-(essus du plan horizontal de référence. La projec- 


------ἁ--ὕ...-.-. 


mms τον courbes de niveau 
SFr, F4. “γι es le plus grade pren Le 


Fig. 41 — Représentation du voisinage d’un sommet. 


tion colée des sommeis d’un polyèdre äonne de cette 
surface une idéc assez précise. Mais pour une surface 


quelconque, il fauürait représenter un nombre infini 
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de poinis : on ne peut réaliser qu'une solution 
approchée. On suppose la surface coupée par des 
Plans horizontaux équidislants et on représente 
les projections cotées des sections ou courbes de 
niveau. Ce procédé est utilisé en cartographie. en 
pariiculier dans les cartes d’Etat-major au 10.000ème, 
Un sommet cest représenté 
par des courbes fermécs 
s'enveloppant, leur cote 
croissant vers Île centre (lg. 
41). Mais on représente 
aussi le relief par les lignes 
«de pente. Rappelons d’a- 
bord que toutes les courbes 


d’une surface en un point 

non singulier admettent ΠΟ 

des langentes situées dans Pig 42, — Projections d’une 
un plan: le plan tangent OR Ne et d'une 
à la surface au point con- 

sidéré. La courbe de niveau est tangente à l’horizon- 
tale MT’; la tanfente à la ligne de plus grande pente 
est MT qui forme avec MT’ un angle Qroît ayant un 
côté horizontal. Cet angle droit se projette donc 
horizontalement suivant un angle droit (fig. 42). Les 
projections horizontales des lignes de pente sont les 


trajectoires orthogonales des projections des lignes de 


niveau. 
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Suii lu suriace 2 = 7 (x, μ). Les ligues ue veau 
se projetient suivant les courbes f&, y) = a 
d’équation différenticile . 

le τὺ l'y = 0. 
L'equauon œidiérentielle des projections des lignes 


de pente est denc 


: Le ü dx dy 
Fe τ Un fr l'u 


Les hachures ὧδ caries d’éiat-imajor sont des 
représentations approchées des projections des lignes 
de pente : on trace les courbes de mveau, puis entre 
deux courbes de niveau on irace de peliis segments 
de droite à peu près orthogonaux aux deux courbes. 
On fait des hachures plus serrées si les courbes de 
Hiveau sonl plus serrves (ΘΙ pius abrupt). il ne 
reste plus qu’à effacer les centbes de niveau. La carte 
el hachuïes permel un cxaston plus rapide, inais 
Ja caïte en courbes de niveau se prête nieux à une 


écuce ἀξ τ 


9. Applicaëtons diverses. 

19 L'éluuc pholusruniique des déformations 
élastiques d’un solide (photoélasticimétrie) fournit 
un cxemple de trajecteires orthogonales. Des 
[orces agissant sur un solide le délorment οἱ 
créent pour chaque direction, en chaque point 


uu sodide, ues tensions Mheliits οὐ CURUAUILES, 
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On montre l’existence en chaque point de deux 
directions orthoganales de contrainte maximum ct 
de contrainte minimum. Les lignes de force de 


ces champs de directions sont déferminées par 


Etude du travail au tour. 
Lignes isastaliques = lignes de lorces 
΄ de contrainte. . 


Fig. 43. 


leurs isoclines qu’un procédé optique fail appa- 
raître (fig. 43). 

20 Le travail élémentaire d’une force [ἡ qui se 
déplace de dl est F dl cos α (« anale de Ia foree et dit 
déplacemeni). Soit un champ plan de vecteurs-force, 
si un point matériel se déplace suivant une ligne de 
force (cos αἱ = 1) le travail est maximum. Si au con- 
{raire il se déplace suivant une trajectoire orthogonale 


F' de lignes de forec, chaque déplacement élémentaire 
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est perpendiculaire à la lorce, 1e avait est nul: dE = 0. 
Dans le cas où la force dérive d’une fonction de forces, 
le long d’une ligne 1 : dl = αν = 0, la fonction de 
lorces est consianle. Ces lignes, lrajectuires ortho- 
gonales des lignes de torce, sont lignes de niveau «te 
la fonction de lorces. Si la force est centraic (point ὦ 
altractif ou répulsif}, les lignes de force sont les 
droites passant par O, les lignes de niveau sont les 
cercles centrés en ©. 

3° La notion de lrajecloires orthogonalics s’élend 
᾿ aux courbes lracées sur une surface ; exemple : 
lignes de pente ei lignes de niveau. Elle se géneralise 
aux champs de vecteurs de l’espace : on définil lies 
lignes de force de ce champ et les surfaces orthogonales 
à ces lignes de force. Mais leur rech:rche conduit à des 
équalions aux dérivées partielles. 
90. Application des équations du it" ordre à l’électricité. 

Rappelons qu’un courant continu circulant dans 
‘un circuit de résistance KR sous l'effet d’une force 
élkecitromotlrice ou lension E a son intensité donnée 
par la loi d’Ohm : E = ëkR. 

, La regime variable, la force electromotrice de selil- 


induction $S’introduit et la loi d’Ohm généralisée s’écril : 


Pen L — — 1 | 4 
L FT ge Hi (4). 


(1) Ne pas conloudrete cocfficient de self EL, avec le symbole 
dos logarithmes népéricns, 


Γ Lo 
alleint {a valeur D pour 
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1° Suppression de ta f. €. in. À aux bornes d’un cir- 
Fe 

cuit. — A l'instant initial & DIET Eu supprimant 

la Î.e.m., le courant ne disparaît pas unmMédialement 

mais décroît jusqu’à l’équilibre final ὁ = 0. Pendant 

cetle période transitoire, il est régi par la loi d’Ohm 


généralisée où FE = 0. 


Rev CRE ONE 
ἐν κα HS πέτα τ σον 
Cote cu Citer ἔρμο " 
cite équationes. .inéaire: τῇ = — - αἱ. 
ϊ R 
La sedution est L [ | ent RE CE 
Le τ 
LACS bi is he 
ἐπε L'æ Te L 


Le courant tend exponentlicllement vers 0. Ji 


R 1 
ὅτι δὲν mr? 
KR LE 
d’où = ---1.2: (=— - χ 1,2 


L 


Ὺ . ee L 

Ce tensps est proportionnel à FT (constante de temps 
du circuit désignée par τ ). 

Donc l'intensité après suppression de la f.c.m. est 


ms +: 


ἱ πα ἱἰφ  -᾿. 
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20 Llablissemelu du οὐ οὐ : 
lé = 0 GUN 
\ με ul 
La loi d’'Ohm s'écrit L ΤΊ + Ri = E. 


Equalion lincaire à ueuxicime membre. 


+ 


τ΄ 
/ eq HTIC Pr ESY UE PETITE { 


nn 1e ne ne nu ne = ...- -...0--.-.-..--. 


ouverture 
du cereurit 


fermelure 
du cireuil 


RATE > 
Ffg. 44 

L Jutiot rticuliér ἘΝ gi δὴ 

a solution partic ièFe 5 = a r 


apparait inncdiaement. 
L'intégrale générale de l’équation sans deuxième 


ἐ 


--- 


membre est & = Ce +. 


L'intégrale générale de l'équation consplèbe est 


| = Σ᾿ Ce τ 

τ’ ΕΗ + «ὦ τ. 
Ῥο = 0: > CIC π 
ou] = 0, = R +C=0; C= À 


E t 
ὶ -- — (ι ue (fig. Là). 


Ce régime de courant est dit /orcé par opposition au 
régune libre ὧὰ aucune f.e.m. exiérieurc n’agili dans 


le circuil. Nous voyous que ic régime Lansitcire 
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d'établissement du courant est oblenu par supcrpo- 
sition physique du régime libre (équation sans 
deuxième membre) et du régime permanent (régime 
mil E 
imite ὁ = — 
R 
3° Ælablissement du courant alternatif. La f. e.m. 
débitée par Le secteur est en géncral sinusoïdale 
e = E sin wt. 
La loi d’Ohin s’écrit : 
di Ἄν, l 
LE = + Ri = E sin ot. 
di 
Le régime libre est identique au précédent, Nous 
somines tentés de chercher une intégrale particulière 


.Uc la forme ἢ = A'cos ot -ἘΒ sin wt. 


di, 
d’où TE = — À ὦ sin œ@t + Lio cos œt. 
dis 
L ἝΩ + Ru = + (Bol + AR) cos ὧἱ 


+ (BK — AuwL)sin wt 
oetle quantité devant être iuentique à E sin ot 
Bol + AR = 0 
LB Ξ LISTE 
Ce système de deux équations du 19: degré à dcux 


iaconnues Se résoul aisément 


R 
= EE -------ς-.-ς--ς-. 
6 c# L? + R1 
: ω!, 
εὐ ἣν τἀ τ Τα υο 
d'où ἰἐ, — ΡΙΞ α Ἐπ [ἢ sin ωἱ - &@L cos œf} 
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Go L. 
Posons PT τῆν τς σζφκ- 


Ί R 
COS @ == = = --- τ ξεν --5:::::----- --- πὸ 
Vi+tée Var: 


οἱ, 
Vo Fe = R°? 


sin φ = 1 ——c08 D =— 


E 
NT Verrine pe [51 œl cos p — sin p cos wfl 
15 sin (@{ - ©) 


ΞΞΞ --“:-Ξ-:--:ΞΞΞΞ-Ξξξξο:"-:ᾧὄ τ  - 


ΕΣΣΜΕΣΙΣ 


Ce courant permanent ἐς; a même période que 18 


f.e.m.. sa phase retarde de @ sur la phase de Ja fe.m. 
Ε 

Si la self est nulle tg φ = 0, φ — 0, & = τ δ" ωἱ 

Vo 1,3. + R? remplace la résistance R : c’est l’im- 

pédance. du circuit, cle augmente quand Île courant 

acquiert une plus grande fréquence. A ce régime défi- 

mtif se superposc le régime libre. En faïsant #, — 0. 


on obtient finalement 
E Dee Le ] 
PEN ARR LE Pet + SIN Œ:|: 
Vor[? +R? 


La courbe du courant (fig. 45) s’oablient en ajoulant 
les ordonnéces de la sinusoïde de régime permanent 


et de l’exponenlielle de régime libre. L'influence du 


résime transitoire dépend de la constante de temps, 


et de «@. Au bout de quelques périodes, elle est 
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négligeable. Rappelons pour le leclcur qui a déjà 
étuuié Pélectricité que dans l'intensité perinanente 

ἢ) = À Sin @! | B cos ωἱ 
seul le premier lerme en cuncordance de phase 


-τ- --- regime permanent 
RACE πο το  ύσιρηδ libre 
 ——.’'dqime délablissement 


Ν 


mn à 


ps” 


Fig. 45. — Etablissement du courant alternatif. 


avec fa f.e.m., prouuit üe la puissance (courant watté), 
le deuxième terme esl appelé courant déwallé. 
21, Autres applications des équations du prernier 


OrÉrcC. 


Les équations cifierenticlles ματος. du premier 
ordre à cocflicicnis constants se rencontrent dans 
l’élude de nombreux problèmes. La solution générale 
de l'équation sans deuxième mombre est une famille 
dc fonctions cxponentiekles. Toutes les fois que la 
dérivéc d’unc fonction c’est-à-dire son cocfhicient 
de variation lui est proportionnelle, la fonction est 
uuic exponentielle. Voici quolques excrigles. 
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1° Décomposilion des corps radioactifs. — Un corps 
radioactif se décompose progressivement. Pendant 
un court imtervatke de temps d{, le nombre d’atomes 
qui se détruisent dnest proportionnel au nombre d’a- 


tomes existant π (ἢ 
dn 


+ da = — kndt; he — Καὶ; ἢ τὰ πρετ Κι 

La constante Καὶ est d'autant plus grande que le corps 
se décompose rapklement. La décomposition presque 
complète peut durer de quelques minutes (émanation 
du lhorium) à des méltards d’années (thorium). 
ἢ existe des décompositions à deux échelons : un 
premier corps se décomposant en un deuxième qui Iui- 
même se décompose en un troisième. La mise en équa- 
tion et la résolution sont analogues aux précédentes 
quoique un peu plus compliquées. 

20 Cinétique chimique. — Les réactions chimiques 
ne sont pas toutes instantanées. Etudions le cas le 
plus simple de réaction lente. Dans une même solution 
sont deux corps pouvant réagir l’un sur l’autre, molé- 
cule pour molécule, pour en former un troisième qui 
disparaît (précipite ou s’évapore). La réaction n’a lieu 
que dans un sens. Supposons que le deuxième corps 
existant en grande quantité, sa concentration soit 
pratiquement invariable. A tout instant une molécule 
du premier corps ἃ autant de chances de rencontrer 
une molécule du deuxième corps et de réagir sur elle, 
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Le nembre de molécules réagissant à chaque instant 
sera proportionnel au nombre nr, de molécules du 


premier corps existant à ce moment : εἶπ, = — k£n, di. 
donc πι = Cet, 


Si un corpsréagit sur plusieurs aulres quise trouvent 
cn cxcès, le résultat est identique, la concentration 
‘du premier corps important seule. On mettrait de 
même en équation la réaction de deux corps en faible 
concentration. 

Gette étude se généralise à d’autres réactions, elle 
permet en particulier de démontrer la loi d’actien de 
Inasses. 

3° Biologie. — Des recherches récentes ont montré 
qu'’approximalivement certains phénomènes biolo- 
giques sont régis par des équations différentieMes. 
Citons comme cxemples la pote annueHe d’une 
poule, le développcinent d’une espèce animale 
isolée, le développement simultané de plusieurs espèces 
vivant ensemble dans un milieu limité. Le problème 
qui est assez simple dans le cas d’une espèce ct de 
son parasite a conduit à la vérificalion de ces hypo- 
thèses un peu hardies (problème des soles et des 


requins de l’Adrialique). 


DIXIÈME LEÇON 


EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DU DEUXIÈME ORDRE 


92. Généralités. 


Les équations du 2°me ordre se rencontrent dans 
! VPétude des questions où interviennent les dérivées 
secondes. Le rayon de courbure en un point d’une 


μῳ 


courbe plane est R — 


sal 


τ. sa donnée en chaque 


{ΡΣ 


point αὐ courbe en jottiion de Farc (équation 


intrinsèque) conduit à 


Les accélérations inter 


cinématique οἱ dynamique. Les équations du 2ème 


lordre y joueront un rôle 


une équation du 2ème ordre. 


vicunent fréquemment en 


essentiel. 


98. Equations qui se Simpiifent. 


Soit : DROGUE 


Utilisons le fait (πὸ 1 


PANNE EEE 


4 de dy 


‘intervient pas cxplicikement 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELUES DU 2ème orpre 1% 


L’equation s’éorit 1 + y? = ayy' v 


1 


ou - Ὁ me —- 


Le 
μι 1 Ἐν Σ 
: 2 
y = kya —1. 
ETES RUE ἜΘΕΙ + dy 
L'équalion est ἃ variables séparées ——— = 0x. 
2 
Ky a —1 
[116 ne s'intègre que pour quelques valeurs particu- 
lières de a. 

La forme plus particulière y”! = j (y) se rencontre 
en mécanique dans l’étude du mouvement d’un point 
malériel mobile sur une courbe, soumis à une force 
ne dépendant que de sa position. 


{ 
LU y LA . + - 
Puisque y" = y! ——, l'équation s'écrit 


dy 
y" dy" — ἡ (y) dy 
d’où : y® -- 2 f 1 ᾧ) dy. 


L’équation est ramenée au 191 crüre. 
En mécanique, dans l’étude du théorème des forces 


vives, on utilise un procédé analogue. 


SOS UN a Qi a OU cp Εἰ ΠΧ). 
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la 
Inlégrons #_ = Si (y) dy = ® (4) 


L 
a 


d 
ax -Ξ- me. Δεν NUE 2 els | a RE 
V2œ ῳ) V2œ ῳ) 


Appliquons ceci à l'équation μ΄ + w? y = 0. 
J'y" = + yy 


+ di 
= Toy + C; Re = dx 
VC op 


La quadralure est d’un type classique. Le résultat 
dépend du signe de C et du signe E. 


Autre exemple : y n’inicervient pas cxplicitement 
ay" =eVi+yt; #'= g + 


a οἰ Ι,[ὦΣ] --ὶ, [ν΄ Ξενι- νη 


πο. 1 
Résolvonseny :y — TS Mo 
Ca ἢ 
Intégrons: y=— Re PE UT) L xl + ὦ, 


Les équations du type plus particulier y” = f (x) 
régissent le mouvement d’un poiat mobile sur un 
axe et soumis à une force ne dépendant que de ia 
position : il y a deux quadralures successives à effkec- 
tuer. Le cas de la chute des corps a été étudié Calcul 


undégral (n° 164-165). 
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REMARQUE, — μὴν les exemples éludiés, l’inté- 
gralc générale dépendait de deux constantes arbi- 
traires. On démontre que toute équation du 2%me ordre 
aumel une solution géncrale épendant de deux cons- 


tantes arbitraires. 


94. Equations linéaires. 


Une équation d'ordre n est dile linéaire si elle est 
du 191 degré par rapport à y, Μ',... yUu quelle que soit 
la façon dont x y ligure. Ce caractère lui confère des 
propriélés importantes, généralisalions des propriélés 
des équations linéaires du 10r ordre. On écrit en général 
ces équalions en groupant dans le 197 membre les 
termes en y, y',... yUD el dansle 20 membre les termes 
ne dépendant que de x. Si le 226 membre n’est pas 
identique à 0, Féqualion est dite à 2°Me membre, sinon 
lPéquaiion est dile homogène où sans 2m membre. Le 
iccieur devra reconnaîlre immédialement les équations 
avec ou sans 2ème membre qui ne sont pas écriles 


sous la forme ordinaire. 


ÉXEMPLES : 24" = 2 xy + (x +1) y est une équa- 
tion sans 2€ membre. 
ἐ 4 , - 
μ΄ Αἱ (4) + ν΄ Δὲ (x) + y Δὲ (ὦ) + Aa (&) = 0 est une 
équation avec 2tHe incinbre, 
Le 2tme membre est — A, (x). 


ÂAFON. — λυ cuulinucr su Caicul intégrni. 12 
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95. Propriétés des soiutions. 


19 Si v, οἵ y, sont solutions d’une équalion linéaire 
Rhomoaène | 
Va = ὦ νι + Co ya est également solution. 
Vérifions-le pour une équation du 2ème ordre. 
Soit Dm τε α (τὴ η" + b(x)y +c(x) y —0 
D (y) représente le 197 membre en abrésié. 
D_(G, CE Ce πὸ Ξ Ο OO η΄ ἘΠ. ΞΟ, ὁ (Ὁ. ἢ: 
ΞΘ ἢ α΄ -Ἐνος Dan 
Toute combinaison linéaire de solutions est solution. 
Les équations linéaires sont les seules équations diffé- 
renlielles possédant cette propriété. 
20 Nous dirons que y,, 170. Ua, Sont des solutions linéat- 
rement indépendantes s’il n’existe pas de cocfficients 
Cys Co Ca tels que CG ᾽ν Æ Co Wa “+ Ce Ua = Ὁ. 


AL 
EXEMPLES : 4) ἢ. = mn Προ 1. = x 
sont des expressions linéairement indépendantes 


a 
car τὸ + Bb + οὐ n’est identique à Ὁ que si 


δὴ) Deux solutions sont indépendantes si leur rapport 
m'est pas constant. 


C, οκτα OC, ekix sont des expressions indépendantes si 


Ὗ 


( 
k, 7 k, car leur rapport - C- elki—k}z n’est pas cons- 


tant. 
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Ce lail négalif est parlois diflicide à démontrer. 
On montre qu'une équation linéaire du nème ordre ne 
peui admellre plus ue a inlegraies linicairement inde- 
peudanies. Sa solution générale dépenuant de 1 para- 
inètires, le lecicur aulicuru aisciment que sa résolution 
est ramente à la recherche de à intégrales linéairemeunt 


indépendartes. 


LXEMPLE : y" + y = 0 
ÿ = COS AT; Y —Ssin at 
sont des solutions car 
(cos ax)” -- — a cos απ; (sin ac)’ = — a sin ax. 
Ces solutions sont linéairement indépendantes car 
C cos ax + Cesu at n’est identique à Ὁ que si 
(, = Co = 0. La solution générale δὶ 
y = À COS ax + B sin ax. 
il ὁδὶ souvent commode de la mettre sous une autre 
forme. Posons 


B 
À = C cos o ps (1) 
4 
d’où 7 


À 
B = ὦ sin ῳ Ca LME (2) 


Quels que soient À el B ia retation (1) uccermunce 
deux angies @ entre 0 ct 2 x. Nous choisirons l’une de 
ces deétcriminalions. La relation (2) permet alors de 
cadculer (ἡ. On peut écrire 

y = ὦ cos ax cos φ + C sin ax sin y 


= CL COS (ὦ; — ᾧ) = A cos ax + ἰὉ sin ax. 
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Dans ces deux formes, on lrouve ceux cCoiscantes 


arbitraires soit À οἱ B, soit C οἱ ©. y admet la période 
Ca à: 13 6 FIN AT . 4 
Τ᾽ ielle que al = 27 ou T = τς" elle est imposée 
par l'équation dillérenticile. Les deux consiantes 
sont au contraire délerminées par les conditions 
initiales : valeurs initiales de y et y’. 

Yo = ὡ COS GE = À 


Jo = —aCsinp = —B,. 


30 Equalions avec 2ème rnermnbre. Soit 

« (Δ) y" + dx) y + c (x) y = d (x). 
Si y, es! solution 

ε (4) D + D) gs + ct) In = d (x). 
Sousirayons membre à membre 

a (æ) ("= νυ) + 0) (' — gs) + € (x) (y — y) = 0. 
POSONS LU = κι, D'UN UE, 
a (x) 2" + ba) 7 ot 5 = 0) 


z est la solulion générale de l'équation sans 


deuxième membre. 


La solution générale de l’équalion complète est 


égale à une solution particulière augmentée de la - 


solution générale de l'équation sans deuxième 
cinbre. 
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CS. Equations linéaires du 2tme ordre à coefficients 
constants. 


# 


Nous nous attacherons à l'étude de ces équations 


fréquemment rencontrées en physique. Soit à résoudre 
auf by + ag = 0. (1) 


Par: analogie avec l'équation du 19 ordre, nous 
chercherons s’il existe des solutions exponenticlles 


de la forme ext. 
Si y = οἴ y = κοί y! = ktekz, 


in rempniacant dans l’équation (2) nous obtenons 
cz (ak? + bk + ©) = 0 
ekx élant positif, pour que cette identité soii Vérifée, 
il faut et il suffit que 
al + bk + ec = 0. 

Cette équation obtenue. en remnlaçant dans l’équa- 
tion différentielle y'”. y’, y respectivement par 43, [τς 1 
est dile équation caractéristique de l’équation difré- 
rentiolle. Tlle est du 2ème degré : 

Trois cas son! à distinguer : 


a) L'équation caractérislique admel deux racines, — 


Soit par exemple : 
pp — 37 +2y = 0 
l'équation caractéristique est 
ἰδ — 3k + 2 = 0, 
Le discriminant est 9 -—— & mm 1, nombre poaltft. 
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L'equuuui ἃν 165 ἀκ faces À Ci < L'equa- 
Lion difiérentielle aumel uüonc ics uCcux soluuuns 
Yi = εξ, μ = €e** lincairement indépendantes. L’inté- 
grake générale es: | 

y = At + be“ = A (er + Ce), 

En changeant À, les or“onnces de la courbe repré- 
sentalive- son Hiultipiiées pal utie cousianie, Pour 
étudier la forme, nous pouvons nous burner à jaire 

A = 1 y = et (1 + Cer). 

ad)C>0. y produit de deux fonctions croissantes est 
CrOISSAanLL. 

Pour T=—@, yæU, POUrLE= τ ὦ; y = + ὦ. 

b} GC  U, Nous uevons étuuier le signe de la dérivée 

μ = 0Ÿ + ZAC = ex (1 + 2 Ce). 
Lolle est uu signe ue 2 = 1 + 2 Cet, 

z est égal a 1 pour æ = —c puis décroft jusqu’à — οὐ 
puui &Æ = + w. 

z S'aauulc pour une valeur et une seule telle que 


1 
O0 == ..... « 


ὁ 


OU Zo = --- L (— 20). 


La ionclion croit à par ur de 0 passe par un maximum 
ὶ CL X1 1 


μὰ} ἃ Yo = οἷο -- CEE = — — + Li” 
8 δ «( 4( 


I 


Duui ὦ = — L (— SU). 

La ionciion décroit ensuile, s’annulaut pour 
%X = —L(—C) et tendant vers — οὐ pour xz-> +, 
. (ig. 40). 


ÉQUATIONS DIFRÉRENTIRILES DU 2ème oRDRE 183 


Dans les deux cas, pour x négatif, la courbe est 


asymptote à l’axe des x. pour x positif elle admet 
Vans : 1 (2 ER PT 
une branche infinie parabolique car Es 


ex 
ns X @ + Cer) tend 


vers ΖΞ oo suivant je 
signe de CC quand 
D VISE Ὁ» 

h) L'équation carac- 
téristique admet une 
racine double. — Soit 

y +2y +y=0 don 


L'équation caractéristique est 
Κ + 2k +1 = 0. 
La racine double est k = — 1. 
U Ξε ect ost intégrale particulière. 

Vérifions que ἢ. = ty, = ter est une autre inté- 
grale particutière : 
Ve = ε΄ τ( ---αὶὴ; γ΄΄4 Ξοῖτ---1.--ο1 -Ὁ est ME 2) 
η"΄.-Ἐ 2 ot Yo 67€ [t—92 -Ἐ-- 0x + x] = 0-2 XO—0. 
æe—T est Mnéairement indépendant de e—%. La solution 
générale est : y = στ (ar + δ). 
fonction qui s’étudicra aisément à l’aide de la dérivée. 

c) £’équation caractéristique n’a pas de racines. — 
C’est le cas le plus délicat. Nous en avons étudié un 
exemple : y" + y = 0 
(équation caractéristique k? + at — 0). 


1841 
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Nous en counaissons l'intégrale générale, H est 


commode de ramener par un changement de variables 
l'étude du cas général à cé cas particulier. 
Posons : y = 26; y = (χ' + kz) kr 

y τὸ (π΄ + 2kz! + kr) εἰα sr 
ay" + by" -Ἐ ἐμ =  απ΄΄ + (ak + 0} ' --(ak2-+ bk +-c)z|ekt =0. 


En divisant par e*t, nous obieuons une équation 


du 2ème ordre en z. Nous pouvons choisir & de façon 
à annuler le coeflicient de z’. 


2ak +b= 0; 


b 
k = — 6 . 
L’équation devient 
# 4 ac — L? 
ΟΣ ak? -Γ DEF OR last Loc ie 0: 
4 a 
ou 


Ἕ 1 AC ---- ὁ 
Z + τὸν STE z = (. 
À 


L’équalion caractéristique wayanl pas de racines, 
son Giscriminant es! négatif. Posons 4 ac -- ὑὐΣ — 


: = (à, 
ν᾽ εἰ“ ; 
© + PT 2 = VV, 


L équation 051. du type pariicuMer étudié. 
. d 
z= Ccos (CE er de À 


Le G cvs (ἢ 
ÿy = C a cos 52 μη φ 


Traitons un exemple de ce calcul un peu coMphyucs 
fait y! HO +54 ve 0 
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L'équaiion caractéaistique ἀξ +2k +3 =0 na 
pas de ratines. Posons y = zk, 


L’'équation devient 


2! (ὼς + ἃ) 2 + (ΚΑ, + 2k + 3)z = 0. 
Prenons 24 + 2 = 0 ou K 


»" 
& 


D ΚΑῚ: 
D On rl (/2}° z = 0 l'intégrale générale est 


2 À cos (V2 TZ — φ) 


y = ACTE Cos (V/ 2% — p) est l’intégrale générale de 
l'équation proposée. 


a. 


- πὸ 


91. Etudo des courbes intégrales. 


Posons x — + = Χ; V2x — 9 = V2 2e 
ἋΣ 


a 5 # 
XX , — --Ξ 
y = Ace Vo cos (V2 X) = αὐ Vo 


RATS (V2 X): 
Le changement de + en X revient à une translation 
le long de l’axe des x, 


lchansCrienenAvEeCD 
Ὺ = ε΄. cos (ν 2 X)) revient à une multiplication des 


ordonnées par le nombre constant 


SR li suflil donc 


= 67% COS (V2). 


CUS (V2 à) est une sinusoiue, la 
courbe (C) y = ze-% s’en déduil par une multipli- 
cation des ordonnées par le nombre variable €. 


Pour V2zm2kn cos (V2x) = +1; "ἐπ᾿ 


2 αἱ πα (2k+1})#; cos (1/2 x) m1; ΜΚ πα---“΄“- 5, 
Pour les autres valeurs de x, [pl - στὰ 


d’éludier la forme de la courbe y 
La courbe z 
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Donc la courbe C est comprise entre les deux courbes ; 
y = ΞῈ στὸ quelle touche alernativement aux poinis Les maxima οἱ minima sont à une distance fixe ES . 
La courbe obtenue (fig. 47) est formée d’une: 
suite d’arehes alternativement de part et d'autre 


de Ox, chaque arche s’oblenant à partir de la 


KT 
lois que ἃ; = -- "ας 
12 


y S'ahhtie Quant cos (ν 2 Ὶ s’annule, donc pour 


EI + — lente par rédueti x ynnées le 
πιο Ge +1) précédente paï PHRA LS des ordonnées dans 
Ἐπ — ἷ1[Ἄ“ες--- LE 
V2 3 V2 rapport constant — e Vo. Posons y = f (x). 


Ξ ἢ (à 
y ἃ Louwpours le sigaic de cos (2x) donc change de πὰ M τᾷ 
͵ | ι CARE ne Le γε cos (a W/2 + πὶ 
signe à chaque racine. 2e 
j # 


Lérivé le __p—-Lpoc (ND ») L GG: 4) y - ΕΣ T 
La dérivée y e z (cos (2 x) | V2 sin (1/2 x)}) ΡῈ ΕΣ; ΧΩ (V2 x DUT ET 


Cette fonction et 1a courbe représentalive (sinusoïde 
amortie) jouent un rôle important dans de nombreuses 
questions de physique. Nous en verrons plusieurs 


applications dans Τὰ lecon suivante. 


98. Autres équations linéaires homogènos. 


Soit à intégrer τὸΆ y" + ἀπ' — y = 0. 
Les coefficients de y’, y’, y étant des monômes en x. 


nous chercherons des solutions particulières de même 


Fig. 47, — Sinusoïde amortie. 


forme. 
= — 67TT COS (V2 x) (1 de 2 Cr (V2x)) ne s’annule λ : / | " 

Ὁ a il Soit gym: y'= ments y = m(m—1) ΡΞ ἢ; 
pas pour cos ἘΣ x) = 0 (voir 1ère forme de La dérivée) ἀπ ΞΡ ἀἢ ἘΞ ἢ ἘΘῚ CANNES 1) VE or 1 
donc admel les seules racines | 


τ Vote (V2x) = 0: 18 (V2 a) = — 


= an [nm — 1] = 0. 


D'où ΠῚ -- 1 τ : m= TI, 
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Nous trouvons ainsi les solutions particulières 


1 Mr 
WU τε : y, = — linéairement indépendantes. 
ὑὸς Die T 


L'intégrale générale est y = AT + an 


REMARQUE — Si l’on connaît une solution 
particulière d’une équation linéaire homogène du 


2ème ordre, en posant: = 1), z, on est ramené à une 


équation linéaire du 1er ordre en “ζ΄, 


99. Equations avec deuxième membre. 


a) Si l’on connaît une solution particulière y,, on 
cherchera l'in‘écrale générale de l'équation sans 
2ème membre : z τὸ (42, - Cate. 

y = Un + Cote ἘΠ T3 Cs 

b) Si l’on connaît une solhtlion particulière z, de 
l'équation sans deuxième membre, On pose y = uz, 
u'-cest donné par une équation linéaire du 1€r ordre. 

e) Si lon connaî! deux solutions parlicuitères de 
l'équation sans denvième membre : Ζ, et Ζ,, on pose 
y πῶ σὰ + Co Ze (ὦ ee (ἃ n'étant plus des constantes). 
Nous ne développcrons pas cetle méthode, généralisa- 
tion dela méthode de Lagrange étudiée pour le 1°7 


ordre. 
Dans le cas des équations à coefficients constants, 


où cherchera plutôt une intégrale pariiculière de 
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léqualion complète. Si le deuxitinc méenibre cst un 
polynôme, on cherchera une soluiion particulière 
polynôme, le degré de ee dernier clant au plus supt- 
rieur de deux au degré du Geuxième membre. Si le 
deuxième membre est une exponentielle de la forme 
aekt on cherchera unc ialégrale de la forme bekt sauf 
si Καὶ est racine de l’équation caractéristique. Dans ce 
cas, on fera le changement de variables y = zekx, 

Si le deuxième membre est une fonction trigono- 
mélrique À cos (ἃ x — a) on trouvera en générsi une 
solution analogue de la forme B cos (&œx — δ). Si 
le deuxitine membre est de la forme /; + μὲ + js, on 
oblienüira une inlégrale particulière en additionnant 


# 


“essintégraulesrparticulièrés relatives à ἢ.» L\ ἢ. 


REMarQUE. -— Soient plusieurs fonelions dépendant 
d’une même variable et leurs dérivées jusqu’à l’ordre n. 
Un système différentiel est un système &’équalions 
«ifférentielles entre ces foncelions et la variable indé- 
peudante. Gelle notion généralise celle d’équation 


ifférenuicile. 


ONZIÈME LEÇON 


APPLICATIONS DES ÉQUATIONS 
DU DEUXIÈME ORDRE 


En mécanique, en électricité, on rencontre de bom- 
breuses équaiions différentielles du deuxième ordre 
a coefficients consiants. Nous allens en étudier quel- 


ques exemples. 


100. Liude du mouverisnt dU pendule, 


Bornons-nous au μον formé d’un point matériel 
suspendu par un fil à ut ἀχὸ auiour duquel il peut 
osciller. Le cas du solide de forme quelconque oscillant 
auiour d’un axe 50 ἔθ à ce Cas particulier, Soient 
O la trace de l'axe, OA la verticale descendante, M le 
point pesant qui Se déplace sur Le cercle de cearre ©, 
ue rayon gala la longueur {du filet soii x — (OA, OM). 
M est soumis à son poids ing, que lon peui décomposer 
cn deux flerces : δι cos ὦ suivant OM οἱ aug 5 α 
suivant fa Langentie au cercle CG (Hg. 18). Cette dernière 
Jorce est seule uciive, la première cCtant annulée 


bar La zéacklon Qu kil. Suit ν la visesse de M 
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sur ie cercle C, s la longueur de l’urc AA oricnté 


comme l’angle ©. 


s = AM = a 


((5 ἀκα 
La vitesse de Mest D τὸ — = ἰ---, 
dl di 
He ων cd œ 
L'accéiération Langenbielle cs: Ἢ = Lee - 4 Pour 
di 


comprendre lu mécanique). 
L'équaiion générale de la “ynamique / = ney-s’écrit: 
0 


AUOT ὙΠ 


7 Æ 


Fig. 48 — Pendule simple. 
dax jen d' 
1πῶ 81}. οὐ τὶ τ -τ ἡ OU SIN X = — LEP 
+ αἰ" ἰ dl: 
L'existence du signe — s'explique par le fait que 


si α est positif, l’accélération Lemd à le diminuer, 
donc est négative. 
Multiplions l'équation différentielle par — 4. 


πὰ œ 
UE sin «a da = de da. 
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(GUY Lire ᾿ 
Or -} à pour différentielle 


dl 
a“ da d'o 
D) ÉD Us D 
ΝΣ FO ΣΝ Ali 
Inieégrons 
9 œ * ῳ 
TT OS α +C=--= 7 (cos α + a). 
d he 
τς τς-- δῖ 29 dt. 
Vcos ἃ + a ἰ 


On ne peut eflectuer cette quadrature de façon 
élémentaire : on doit faire intervenir les fonctions 
cHiptiques ou chercher ἢ développement en série, 
Nous ne poursuivrons pas dans cettevoic. Nous nous 
bornerons à lPétude des oscillations très peliles pour 
lcsquelles on peut remplacer sin œ@ par œ (exprimé 
en radians). 


d°@ 9 
ἰ 


L’'équation devient alors -——- + Came 


dE 
Son intésralc générale est : 
Ἶ 
ἃ = C cos + + p |) (n° 95-20), 
L’oscillation est sinusoïdale 
VE LAN 


Pour les oscillalions plus grandes, on trouve un 


mouvement oscillaloire de période 


ΤΣ sos {D VE 1 Ε ἋΣ 
RP 1 Ἴ ΤΟ 4 


a désignant la valeur maxinui dc α. 
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"-- 


101. Exemples analogues. 


On montre qu'un petit aimant placé dans un champ 
magnélique oscille, son mouvement élant régi 
par l'équation différentielle. 

0 + ΜΗ sin 0 = ὁ 


(1 = moment d’inerlie de laimant autour de l’axe, 
M — moment magnélique de Paimant, H = champ 
magnétique). 


Ce inouvement est donc pendulairce, les petiles 


oscillations régies par 10°" + MH 0 = 0 sont sinusoi- 


" I t 
dales de période 27 Ὗ ἭΠ᾽ 


Une aiguille mobile autour d’un axe, rappelée à sa 
position d’équilibre par un ressort à action propor- 
tionuelle à l’angle d'écart a son mouvement réglé par 
l'équation différenticlle 10 + C0 = 0 

(I = moment d'inertie, C — couple de rappel). 


La période est: ἡ 


1 
“Ὁ Δ] ΓΞ ἃ 
C 
, Pre ; ᾿ ἐ 2 >: 0 
D'une facon générale, l’équalion α΄ + dx τῷ 


règle les oscillalions propres d’un système imilialemeut 
en équilibre stable, qui, après un premier ébranlement, 
est abandonné à lui-même sans freinage du milieu. 
La variable oscillante peut être de nalnre géométrique, 
mécanique, électrique, etre... 


TATON. — l’our continuer le Calcul intégra. 13 
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102. influence du freinage. 


Mais en réalité un certain freinage intervient 
toujours. Si l’amorlissement est très faible on devine 
que le mouvement sera presque sinusoïdal, Sinon, 
ses apparences pourront varicr : | 

EXEMPLES DIVERS : 

19 Soil un syslème mobile autour d’un axe avec 
ressort de rappel (exemple : galvanomèlre à cadre 
mobile non relié à une source de courant). En frotte- 
ment appréciable proportionnel à Ha vilesse [θ' 
intervient lrès souvent. L’équation devient : 

[θ΄ + 79 + αὐ = 0. (1) 

29 Prenons imaintenauc un exemple électrique : 18 
décharge d’un condensateur dans un circuit renfermant 

condensateur résistance, Self (circuit oscil- 


A : ὃ ; 
[8 lanL). Soit le eircuil branché 


entre les armaiures A et B 


sell-resistance 


ΠΣ du condehisaleur de charge q 


18. ᾿. ἷ la loi 
ΠΥ ΠΥ (fig. 49) ἘΡΡΜΙ ΝΣ a 


oscillant. d’'Ohm au circuit 
di 
A B n di 
D’après la théorie du condensaleur 
Va — V = , 
d di d? 
= — ἔφ d'où 7 


αἱ Mo μὰ ἸΣ 
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Egalons les deux valeurs de la différence de poten- 
tiel. 


té di TP: dq q 
ων ὕδατα ον Κα, D 
d’où La'+Rao + - ΞΞ- 0 
Dérivons Ι,, Ὁ ΠΥ EE τ 0. (2) 


Nous voyons ainsi que ces phénomènes de natures 
très diverses satisfont à la même équation diffé- 
rentielle : ag" + by! + cy = 0 

(a, ὃ. c: constantes positives). 

L’équation caractérislique est ax? + bx + c = 0 

de discriminant À — D — 4 ac. 


103. Mouvement apériodique. 


Etudions le premier cas : À >> 0. 
ὑ ΞΕ 5 
POSon ANS Tes 


pr 


Les deux racines sont négalives, leur produit élant 
positif et leur somme négalive. 
n ποῖ + Beke, 
L’élude complète se fait à l’aide de la dérivée (n° 96-01). 
Remarquons que si { + + oo my — 0. 
Si lt — © y + +oo.Si AB cst positif } 1 décroit 
constamment de + οὐ à ὁ quand { croit de — o à +, 


Si AB < 0, [y] décroit jusque 0, y change de signe. 
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{yl croît jusqu’à un maximum puis tend vers 0. Ces 
variations dites apériadiques sont donc représentées 
par des courbes de deux types (fig. 50). 


La condition À > 0 correspond dans le cas du cir- 


41, 
cuit électrique ἃ R° > τς: grandes valeurs de ἢ, 


\ 
à ÿ 
ABD0 
Fa AB<O 
Hé 0 A Sa fe mn men) 
/ 
Fig. 50. 


faibles valeurs de L. Si L tend vers Ὁ (self négliscable} 
] 


unc racine end vers — co. l’autre vers — ἬΝ " 
CR 
! 
= ἱ, 6 Ἐπ. 


104. Oscillations amorties. 
Soit maintenant À <Z 0, Posons Δ — — 513, 
D’après la {héorie faile au (n° 96-c) 


, ou 
y = € δα Me Te lie OS — 
y =€ 9a (a, sm + B, cos 5 à ) 


᾿ φ 
—Clenoatcos lee es | 
“le 515 Ἢ 


Le mouvement est δ᾽] 5012] amorti, l’amplitude 
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| tend vers Ὁ en oscillant et devient vite négligeable 
b x 
(fig. 47). La constante 2 : appelée facteur d’amorlis- 


sement est souvent désignée par À. 


S? 27 
Posons ἰδ τ ἐγ ττυσιι λα τ τὰ 
> ἢ ἽἼ 
᾿ 2 TC 4 ἥν a , “ CEA τ 
P— ous (pseuato-période) 
Π 0 


y = Ae—M cos (wi — φ). 

En introduisant les constantes À οἱ ὦ l’équalion 
différenticHe s’écril sous Ia forme canonique 
JU + 2AU + (ὦ + X)y = 0. La vérification par 
identification est aisée. L'intérêt de Act T réside dans 
le fait qu’on peut les déterminer cxpérimentalement. 


Cas des oscillations électriques. 


LS Roi ν 
D τ τς 
is 4 mm VEVIT A 
Si KR est faible, CR? peut être négligé. 


1 TC . 
© pm, D = = n/CE . 
\/cr. c 


105. Régime critique. 


Soit Δ =0; y=e-M {a + pb); 
Pour le circuit électrique ce cas correspond à 
ΑἹ, 
Re — —— -- 
C Ω πὴ 
Ι, 21, 
Rec = 2 V <= EL TT 7 26 LL (résistance critique). 
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Quand R décroît en passant par Rec. le phénomène 
qui éfait oscillant devient apériodique (régirae critique). 
Fr LA πὰ Φ - LI 
La pseudo-période T — Ta. devient infinic quand 


R croît vers Re. Expérimentalement on obtient ce 
régime en partant du régime semi-périodique et en 
faisant varier R de sorte que T croisse indéfiniment. 


reyime aperiodique 


régime critique” 
0 | X 
Fig. 51 
Pour les mêmes valeurs de 1, οἵ C, celle valeur de R 
correspond à la fonction tendant le plus rapidement 
vers Ὁ (fig. 51). Pour le système oscillant, ce cas 


correspond à 
Ϊ = 2 VTE (amorlissement critique). 


106. Equations avec 2°me membre. 


1° Galvanomètre à cadre mobile. — On démontre 
qu'un courant d'intensité ἢ agissant sur un tel galvano- 
mètre crée un couple proportionnel à ἡ, En courant 
continu l’équation différentielle s’écerit : 
10” + 79" + CO - ki 
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li exisie une solution particutière 0 — - 0’ =0"—=0 
correspondant à une posilion d’équilibre. 0 est propor- 
lionnel à ji. Le galvanomètre permet donc la mesure 
des irtensiités. À cette solution parlicubère s'ajoute 
la solution générale de l'équation sans deuxième 
membre. Auiour de la position d’équilibre, le mouve- 
ment est alors identique au mouvement étudié précé- 
demment autour de ©. Les mesures seront donc plus 
rapides en prenant 1 # Je. 

Galvanomèlre balistique. — Soit un équipage de 
galvanomètre qui oscille au régime critique. 


6 — (A + BD et, 


Supposons qu’au Lemps 0 


1@ 
θι -- 9-- Α; την πων = Β: θ = @0 le 
αθ 
Tr = @o (A -- λὴ ε΄ À, 


L’élongalion maxima correspond à la racine de la 


1 
dérivée : { = + 


A) ok DER 
Ps À Àe : 
Gelte élongation est proportionnelle à &s. 
Maultiplions l’équaiion différenticlle par αἱ 


LOUE 0 5 2. 
1θ΄ αἱ + 10° αἱ + C6 αἱ = kidt. 
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Si le galvoncemèëlre reçoit de ἢ, à & le courant à, 


en intégrant on peul écrire 


{2 "τ. ᾿ ( 
Δ ἽΝ ΤΩ ὃ αἱ + C four fix 
t li Sr li 
τ Τὰ ts + 
ol 1 | 0° Le = er PRET A 
| Lo + | / Lo | | k 0 Fa 
car 0’ ΞΟ ΩΣ 0 ET q = / ide. 


SUPPpOsUns qu'inilialement Île galvanomètre soit 
au 1epos :0 = 0” = O0 et que le temps (4 — L) soit 
assez bref pour que l’équipage n'ait pas eu le lLemps 


de bouger maïs ait pris la vitesse ὡρ. 


li 


x [ΠῚ “LD Tu ie 
| | = Ü; 0-dt = 0; Lo | =: 0) — 0 = ὡ,. 
rl ( ΠῚ 


D'où Τόμος 


κῃ CU {4 
lon = Kg =: d'aù 0 ΞΕ: —- nn pe, 
Ὁ 1; 0 j ΠῚ + e Nr 


L'élongatiwun  niaviina étuu proportionnelle à ag, 


u . : le galvanomètre ainsi réglé per- 
met Îles mesures de quantité 

self resistnce actrice 

᾿ SN d’électricitc. 
condensateur 20 Circuil oscillant. — Soit un 
Fig. 52 circuil électrique oscillant (résis- 


lance-sclf-capacilé) aux Hbornes 
&uquelcst branchée la différence de potentiel u (tig. 52) 


ν di q ; : 
Ri + LS τὸ; (n° 102 — 20), 
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dit 
‘D'où en dérivant Li’ + ΒΓ ΤΙΣ 


Ἶ " ἢ ἀμ ἷ 
Supposons ἰὼ fe.m. u sinusciial, Tr l'est aussi. 


L'intégrale générale est égale à Pintégrale générale 
de l’équalion sans deuxième membre (régime libre) 
augmentée d'une intégrale parlicwière sinusoïdale 


de léquation complèle (régime permancnt). 


107. Etude du régime permanent. 


Unc foncbion sinusoïdalc ἃ — A cos (ωἱ — ©) est 


telle que €" = — ω À cos (ωἱ — p) — — wi. 
δ ν 1" 
Donc li = Σ 
o 


Pour rechereher une telle solution remplaçons dans 
Dre i'! 


l'équation différentielle ὦ par RTE 


1 1 
“if - LE QI Æ ARS ἢ ἢ ΜΞ y δὲ ds nee 
Li” + Ri TS Ϊ Ἵ 5e) i +hRi ai 
1 di 4 
Imlégrons u=Ri+iL- =) +K 
©” C 
K différence ce fonctions sinuseïdales ne peut être 


constant qu’en étant nul. 


1 
Posons EL — me TT L, (self apparente) 


ù x di 
u = Um sin ὦ] = Ri +L, T° 
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L'’élude de cette équation a.été faite au n° (90-30), 


nee Um sin (@l— p) Um sin (at — φ) 
2 2 2 
VR + o L, Re + (Lo — 1 } 


= ARS L, &) 2 (ὦ 
ἢ R 


/ A 
R? + (Lo =) = 2 est appelée impédance du 


circuit. Ces formules permettent de résoudre les 


problèmes de distribulion de courant alternatif. Si 
le deuxième membre cest une fonction périodique 
quelconque, on le décompose en série de I'ourier et 
on fait le calcul pour chacun des harmoniques. Le 


courant total est la somme des courants composants. 


108. Régime forcé. 


Si le régime libre est apériodique, les oscillations 
forcées tendent rapidement vers le régime permanent. 
Si le régime libre est semi-périodique, les oscillations 
libres et forcées se superposent et créent des batte- 
ments jusqu’à ce que les oscillations propres dispa- 


raissent, le régime forcé demeurant seul. 


109. Résonance. 


Soit un circuit où seule la capacité est variable 


LU / 1 V2 
I NS μὴ . τ 2 1 ἘΞΌΝ 5.55. 2 
m 7 avec Ζ \/ 115 - (Lo 4) 
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On peut tracer la courbe de im en fonction ae C 


1 
ou de τη (courbe de résonance) on voit immédiatement 


1 1 


que ἔπε est maximum pour Lo --- — = 0; ὦ == 


C0 Lo» 


(condition de résonance). On peut remarquer que 


la pulsation des oscillations propres du circuit étant 


1 
&, = --——]a condition de résonance s'écrit 
VCL 
1 
== === = G)1. 
CE 


résonance 
a! 7 ue 
« 


͵ ! ’ 
résonance {Joue Ι 
ENT MUR A MINCE NE OUT 6) 
Fig. 53. — Courbes de résonance. 


Il y a résonance quand la période des oscillalions 
forcées est égale à la période propre du circuit oscil- 


lant. Un circuit en résonance se comporle comme un 
J 
Φ Φ 4 [ Φ ν᾿ m . . 
circuit simplement résistant im — TR ᾿ Si R est faible, 


x augmente beaucoup quand € approche de (ἢ 
(résonance aiguë). Sinon la résonance est flouc (fig. 53). 
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Dans un circuit de résistance nulle (ce qui en fait est 
pratiquement impossible) l'intensité de résonance 
serait infinic. 

Les phénomènes de résonance se produisent d’une 
façon générale toutes les fois qu’une force périodique 
agit sur un sys!ème oscillant, 5sa période se rapprochant 
de celle du système. Une faible action créc alors une 
oscillation d’autant plus importante que l’amoriisse- 
ment est plus faible. Un système. oscilkant peu 
amorli est à résonance aiguë, un système oscillant 


amorti cst À résonance floue, 


Dans le paragraphe suivant, nous noterons quelques . 


Re ΕΝ 
exemples d'utilisation de phénomènes de résonance. 
Leurs applications s’étendent à toutes les branches de 


Ja physique cù interviennent des phénomènes vibra- 


toires : mécanique, acoustique, électricité, οἷο... Mais. 


les effets de la résonance ne sont pas toujours heureux 
et, en pratique, on cherche souvent à éviter les réso- 
nances possibles dans les -apparcïls mécaniques ou 
dans les circuits électriques. Dans des sysièmes peu 
amortis, elles risquent de créer subitement des effets 
inatlendus de très grande intensilé, en dehors des 
conditions normales d'utilisation des appareils. 
Remarquons enfin comment, dans cette élude, 
l'analyse mathématique a su montrer les analogies 
profondes existant entre des pl'énomènt s en apparence 


si divers. 


Mécanique. 
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110. Exemples de résonance. 


19 Ufiisakion. 


Lancement d’une 


balançoire, d’une 


cloche ou de tout 
sysième oscillant 
à grande inertie. 


Résonatleurs acoeus- 


tiques. 


que. 


lectricité. 
TC ἰὦκ τ ππτασπσ---π-“-ε:ς- nn, TT, 


des instruments 


ÂAcousli 


de musique. 


posies de TSF, 


résonance. 
Galvanomètlres à 


L'ÉSONANCC. 


Caisse de résonance. 


Circuits séleclifs des: 


Fréquencemètres à: 


29 Dangers. 


Houle qui agile un navire, 

Eroupe au pas cadencé sur 
ul pont suspendu. 

Pièce qui vibre sur une au- 
tomobile roulani sur une 
route cahotcuse. 

Vibrations dans une pièce 


qui tourne. 


Résonance d’appareils re- 
producteurspour certains 
SOLS. 

Résonances dans les salles 


de concer{s. 


Oscillegraphes (les oscilla- 
Lions étudiées peuvent ne ! 
pas étre reproduites fid è- 
Ilciment). | 

Création «(ic surtensions : 
dans des circuits oscil-' 
lants par résonance «ec « 
certains harmoniques 
(suricnsions dangereuses 


pour les isolanis). 
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111. Conclusion. 


Cetle dernière leçon a montré que le calcul intégral, 
en dehors de son intérêt propre, joue un rôle imper- 
‘Lant dans de nombreuses sciences : mécanique, phy- 
sique, chimie théorique, étc... Dans unc étude célèbre 
sur «L'analyse et Fa physique» (La vaieur de la science, 
chapitre V) Henri POINCARÉ dil notamment : « La 
‘physique mathématique ct l’analyse pure ne sont pas 
seulement des puissances limitrophes enéretenant des 
rapports de bon voisinage, celles se pénéirent mutuelle- 
inent et Icur esprit est le même », L’analyse fait con- 
naître au physicien « l’harmonie cachée des choses en 
les lui faisant voir sous un nouveau biais», Aïnsi le 
lecteur qui éluuicra les équations aux Géfrivécs par- 
ticiles οἱ icurs applications verra comment une même 
équaiion, celle de Laplace, se rencontre en électri- 
ciié, magnétisme, chaleur, gravitation, οἷς... 

En compensation, « le Gésir de connaître la nature 
a cu sur lc développement des mathématliques l’in- 
flucncee la plus constante ct la plus heurcuse. Le ma‘hé- 
inaticien pur qui oublierail FPexistence du monde cxté- 
rieur serait semblable à un peintre qui saurait harmo- 
uicuserment combiner les couleurs οἵ Les formes mais 
à qui les modèles feraicnt défaut. Sa puissance créa- 


trice serait bientôt taric ». 


TABLE DES MATIÈRES 


PRÉFACE DE L'ABBÉ'MOREUX 7%: an M, eue 


PREMIÈRE LEGoN : Méthodes d'intégration. 
(ἰ γι θεν Mere ΤΥ ΑΕΓ ER EN is 


τ Ια αἰ θυ ταν ον. Ποὺ τ 
Méthodes diverses. ....... Mia es er PR. , 


DEuxiÈèmMz LEÇON : Intégration des fractions 
rationnelles. 
Décomposition des polynôümes ............... : 


Décomposition des fractions rationnelles 41.135 
ἐδ ἢ τί ο Ὁ το τ ἢ ον εν ΝΣ 


TROISIÈME LEÇON : Rationalisation de certaines 
intégrales. 
Expressions algébriques. κεν ὦ πα 
Intégrales abéliennes........ ΣΉ + Res et té, 
Différenticlles ralionnelles en sin 5 : ct COST... 


QUATRIÈME LEÇON : Applications diverses. 


ΝΙΝ ΟΠ ΟΕ τς ΚΡ ον QU NAN RE Pr 
Intégrale fonction d’un paramèlre ...,,...,..... 
ixtension de la notion d’intégrale.....,.,.... 


CINQUIÈME LEÇON : Séries. 


Séries nuImCriqUues. . ......- ΤΕ ΤΣ CERN ; 
ΟΝ. ἃ [ΟΥΟ5. DOsiLi LS... RL Es, A RE 
Séries à termes de signes quelconques .......,.. 
πα ΠΣ ΚΟ Το τον ΠΡ τ MU PERL 4 


SIXIÈME LEÇON : Séries trigonométriques. 
PONCUIONSLaDÉTIOUILCS το PMR NE 
Calcul des coefficients de la série de f'ourier...,.. 
Δ Πα πα PA ΠῚ ΣΟ αι LE PUTAIN 


24 
29 
39 


39 
44 
49 


De 
01 
66 


43 
75 
δὶ 
δ. 


δὃ8 
91 
ἐν} 


” 208 POUR CONTINUER LE CALCUL INTÉGRAL 


SEPTIÈME LEçoNn : Machines à intégrer. Tee 
Généralités. sement + + 0 © 103 
Principes de l'intégration mecamique......... . 108 
Étude de quelques types de machines.......... 108 
ULCHISAUTON ACCRO. RIRE on RE 122 
᾿ ἢ : ς Ἢ 

lIurrisue LEÇON : Equations Cifféronticlles &u 

1cr crure, 
CG CH CT PC Re el ini. Mrroln niet 124 
Interprétation géométrique de Fintégration.... 128 
Fypes classiques d’équations du 19° ordre...... 135 
Neuvibus Leçon : Arxplications des équations 
du 1°' orûäre. 
ÉNCINDIESRECULICUIqUES sn nn πε TT 156 
ÉMICCLOIT CS OT ον, ἴα τὸ ER RE 159 
Apricatons ui AACCEICIEE SSSR SE a τ 162 
MDDHCAMONSÉIENCrSCS Far et me mere MR TT are 164 
Dixsième LEGON : Equations différentielles du 2ème 
orüi 6. 
ÉqualionseqUEeSs ce SN PINOT CRE PP τ εὐ 
τη τι ἐπ ον CE SRE AR ETES . 187 
Lqualions lincaircs à coclficieuts constants..,,. 181 
ONZIÈME LEGON : Applications des équations 
du 2ème orûre. 
ÉLUS ANUUVOLICLLAQUMICNOAUIE EL ER 190 
ÉxXCHIPICS ANMEONLICEME DER. Aie a fe Doro 198 
ποῖος αἰ [τοϊηαβο ; γόρσιμιος Οἰ ΝΟΥ Β NT 194 
Etude dussaldanomeélreaéceadicemoble. SAS ee 
CiLCUMPLOSCH UT : χύσις, ΟΠ ΔΘ νιν ER CC 
Το σιν ΤΥ ΕΑ}... 
CONCLUSION. Ὁ Re. ἄς αν ΜΉΝ SAR NUE Βὺν Où 
| 


ÉVREUX (FRANCE). —— IMPRIMERIE HENRI DÉVÉ. 
DÉPOT LÉGAL: 2115 TRIMESTRE 1950 
ΝΟ D’ÉDITION : 289. — κνὸ DE L’IMPRIMEUR: 9! 


FE". ΝΥΝ ‘sl 
Re ant + adie Un ve AA | f 
Met Se δ \ - 


< aies 


